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11 ازتساویدوزوجمرتبنتیجهمیشود: 1نیزگ 1  2


a b a

a b
a b b

+ =− =  ⇒ ⇒ − = 
− = =−  

2 1 1
2

2 3 1

21 ازهریکازعددهای1و2دوپیکانخارجش�دهاس�ت،پس 1نیزگ 1  3
. ab=−8 .بنابراین b=−2 و a=4 کهنتیجهمیشود a b− =6 و a b+ =2

31 نتیجه 1نیزگ 1 m( , )23 )و , )3 4 ب�اتوجهبهزوجهایمرت�ب  1

و m n( , )+4 .ب�اتوجهبهزوجه�ایمرتب m=±2 ،پس m =2 4 میش�ود

، m=2 .اگر n m= ،پ�س1− m n n+ = +2 1 نتیجهمیش�ود n( , )+4 2 1

ک�هب�هخاط�ردوزوجمرت�ب f {( , ),( , ),( , )}= 3 4 3 2 4 3 و n=1 آنگاه
، m=−2 )کهعضورابطههستند،اینرابطه،تابعنیست.اگر , )3 2 )و , )3 4

،fبنابرای�نرابط�ۀ. f {( , ),( , ),( , )}= − − −3 4 9 2 4 5 و n=−3 آنگاه

. mn=6 تابعاست،پس

41 برایاینکهبردتابعfتکعضویباشدبایداعداد3m،6 1نیزگ 1  1
یکسانباشند: m n+2 و

 mm m m n n n      , == ⇒ = + = → + = ⇒ =23 6 2 2 6 4 6 2 
. mn=4 بنابراین

51 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1


x xf x

f x x
x xf x

( ) ( )
( )

( ) ( )

 = + = += + ⇒
 = + = +

4 4 2 4
2 24 4

4 4 4
4 4



. x xf f x x x( ) ( ) ( )− = + − + =2 4 4
2 4

بنابراین

61 ، 1نیزگ 1 x
t

− =1 1
2

و t≠0 ،آنگاه t
x

=
−
2

1
اگ�رفرضکنی�م  3

.بهاینترتیب tx
t t

+= + =2 21 پس


t

x ttf f t t
x x t

t

( ) ( )

+ +
+ += ⇒ = = = +

− − + −

2 1
2 1 2 2 1

1 1 2 21

. f x x( )= +1 ،آنگاه x≠0 بنابرایناگر

71 و 1نیزگ 1 f( )2 ،پ�سابت�دامقادی�ر f f( ) ( )− =22 4
5
چ�ون  4

راحسابمیکنیم: f( )4

f k k f      ( ) , ( )< ⇒ = × + = + ≥ ⇒ = × =2 82 4 2 2 4 2 4 4 4 4 4
5 5

بنابراین

f f k  k( ) ( )− = ⇒ + − = ⇒ = + − =−2 8 2 2 82 4 2 4 2 4 2
5 5 5 5 5

. k=−1 ،یعنی k=−2 2 پس

پاسخسؤالهایدستگرمی

81 برایاینکهتابعثابتباشد،بایدفقطیکعضودربردآن 1نیزگ 1  3

.بنابراین
a b

a b

− =


− =

2

3 7 2
،پس f( )=1 2 وجودداش�تهباش�د.باتوجهبهآنکه

. a b+ =4 .درنتیجه b=1 و a=3
91 راه حل اولتوجهکنیدکهچونتابعfهمانیاست،پس 1نیزگ 1  2

.بنابراین f x x( )− = −4 4


a a

a x b x
b b

( )
− = ⇒ =− + + = − ⇒
+ =− ⇒ =−

2 7 1 4
2 7 1 4

1 4 5


. f a b f( ) ( )+ = − =−1 1 درنتیجه

،بهدستمیآید x=1
2
راه حل دوماگردرتساویدادهشدهقراردهیم

 f a b a b a b( ) ( )− = − × + + ⇒− = − + + ⇒ + =−7 1 7 72 7 1 1 1
2 2 2 2



101 ضابطۀتابعfبهصورتزیراست: 1نیزگ 1  3
 f x ax ax x bx b a x a b x b( ) ( ) ( )= − + − + = + − + +2 2 23 1 3 

برایاینکهتابعfخطیباشد،بایدضابطۀآنیکچندجملهایدرجۀاولباشد.پس
 a a f x b x b( ) ( )+ = ⇒ =− ⇒ = − +1 0 1 3 

. f b b( )= − + =1 3 3 درنتیجه

111 رادرضابطۀتابعقرارمیدهیم: 1نیزگ 1 x=0 و x=2 ، x=3 مقادیر  2
 f a b c      f a b c      f c( ) , ( ) , ( )= + + = + + =3 9 3 2 4 2 0 

بنابراین
f f f a b c a b c c a b c f( ) ( ) ( ) ( )− + = + + − − − + = − + = −3 2 2 2 0 9 3 8 4 2 2 1

121  1نیزگ 1 x f x x f x( ) ( )+ = × −2 4 12 ش�کل ب�ه را تس�اوی  4

. xf x
x

( ) +=
−

2 12
4 1

،پس x f x x( ) ( )− × = +4 1 2 12 مینویسیم.درنتیجه

131  1نیزگ 1 bx
a

=−
2

، f x ax bx c( )= + +2 طولرأسسهمی  2

طولرأسسهمیاست.پس x
a

=− 2
2

است.بنابراینطبقمعادلۀدادهشده

.مختصاترأسسهمیدرمعادلۀآنصدقمیکند،پس a=−1ودرنتیجه
a
− =2 1
2

a  a b b b= −− = + + →− =− + + ⇒ =−11 2 1 1 2 2 
. ab=2 بنابراین

141 و5محورطولهارا 1نیزگ 1 چونس�همیدرنقاطیبهط�ول1−  1
قطعکردهاست،ایننقاطعرضیکساندارند.پسمعادلۀمحورتقارنبهصورت

)نسبتبهآنقرینۀیکدیگرند. , )5 0 )و , )−1 0 استکهنقاط x −= =5 1 2
2

151 .همچنینباتوجهبه 1نیزگ 1 c=5 ازرویشکلمعلوممیشودکه  1

. b− =−2
2

اس�ت،پس bx=−
2
معادل�ۀدادهش�ده،طولرأسس�همیبرابر

. b c− ،درنتیجه1−= b=4 بنابراین

 فصل اول: دست گرمی



)3(

161 توج�هکنی�دک�همح�ورتقارنس�همیم�وردنظ�رخط 1نیزگ 1  3

ودرنتیجه b
a

− >0
2

است.چونعلامتaوbفرقمیکند،پس bx
a

=−
2

محورتقارنازناحیههایاولوچهارممیگذرد)گزینههای)1(و)3((.همچنین،
،کهدرس�تنیست.بنابراین c=0 اگرس�همیازمبدأمختصاتبگذرد،آنگاه

سهمیموردنظرمیتواندبهصورتگزینۀ)3(باشد.
171 نمودارتابعدرحالتهایزیرازناحیۀچهارمنمیگذرد: 1نیزگ 1  3

.اکنون m m m( )∆= − − = −2 2 24 4 5 16 راحس�ابمیکنیم: ∆ بنابراین
توجهکنیدکه

 c
a

b

m m

m

m m

m

a

m m

m m

#pH#ÁoÃ¬¥HoT H

½k¶A#Swj¾M#ÁIÀ

{

½pIM

³»j » Ï»H#ÁIÀS²Ie : 

IÄ

 :³¼w ÁIÀïS²Ie

³nI¿a »

>

≥ ⇒ − ≥ ⇒− ≤ ≤

− < ⇒−

∆≤ ⇒ − ≤ ⇒− ≤ ≤

∆> ⇒ − > ⇒ <−







→

< ⇒ >

< ≤

2

2

2

4 40 5 16 0
5 5

40 4
5

0 4 0 2 2

0

5 16 0
5

4 2
5

0 0

اجتماعمحدودههایبهدستآمدهدرهمۀحالتهابرابراستبا

m− ≤ ≤4 2
5

181 محیطشکلبرابراستبا 1نیزگ 1  2
 x y y x+ = ⇒ = −4 4 40 10

مساحتشکلبرابراستبا
S xy xy xy x x x x( )= + = = − =− +22 3 3 10 3 30

است.بنابراین
a
∆−
4

بیشترینمقداراینعبارتدرجۀدومبرابر

Smax ( )
=− =

−
900 75

4 3

191 باشند،دردامنۀ 1نیزگ 1 x x− + =2 3 1 اعدادیکهجوابمعادلۀ0  3

است. bS
a

=− =3 تابعfقرارندارند.باتوجهبهمعادلهمجموعایناعدادبرابر

201 بهازای 1نیزگ 1 f x( ) باش�د،بایدمخرج اگ�ردامنۀاینتابع  4
تماممقادیرحقیقیxمخالفصفرباشد،پس

x kx k

k  k k| |

∆<+ + = →∆= − <

< ⇒ < ⇒− < <

02 2

2

1 0 4 0

4 2 2 2
باتوجهبهمقادیردادهشدهگزینۀ)4(درستاست.

211 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

fD x x  x

x x x

x x x x IÄ 

{ | , }= − ≥ − >

− ≥ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤

− > ⇒ > ⇒ > <−

2 2

2 2

2 2

9 0 1 0

9 0 9 3 3

1 0 1 1 1

.پس fD [ , ) ( , ]= − −3 1 1 3 ازاش�تراکناحیههایفوقمعلوممیش�ودکه

دردامنۀتابعهستند. ±2 و ±3 عددهایصحیح

221 میگیری�م 1نیزگ 1 نتیج�ه  x− ≤ ≤4 4 از اول راه ح��ل   3
fبنابراینبردتابع. x− = − ≤ − ≤ + =5 3 8 3 2 3 8 11 ،پس x− ≤− ≤8 2 8

است. [ , ]−5 11 بازۀ

یکتابعخطیاس�تکهضریبxدرآن f x x( )=− +2 3 راه حل دومچون
اس�تک�هبرابر f f[ ( ), ( )]−4 4 منف�یاس�تب�ردآنباتوجهب�هدامنهبرابر

میشود.  [ , ]−5 11

231 . 1نیزگ 1 f x x x x( ) ( )= + − = + −2 22 2 1 ابتداتوجهکنیدکه3  3
،آنگاه x [ , ]∈ −4 5 ازطرفدیگر،اگر

 x x x x( ) ( )− ≤ ≤ ⇒− ≤ + ≤ ⇒ ≤ + ≤ ⇒− ≤ + − ≤2 24 5 3 1 6 0 1 36 3 1 3 33
بنابراینبزرگترینعضوبردfبرابر33است.

241 ، 1نیزگ 1 x [ , ]∈ 0 1 واگر f gD D [ , ]= = 0 1 درموردگزینۀ)4(،  4

.بنابراینایندوتابعبرابرند.درموردگزینههایدیگر،یا f x g x( ) ( )= آنگاه
. f x g x( ) ( )≠ دامنۀتابعهابرابرنیست،یا

f g f gD  D D D { } ,= − = ⇒ ≠0  گزینۀ )1(

f gD D f x x  g x x f x g x       , ( ) | | , ( ) ( ) ( )= = = = ⇒ ≠ گزینۀ )2(

f g f gD   D  D D ( , ] [ , ) , [ , )= −∞ +∞ = +∞ ⇒ ≠0 1 1 گزینۀ )3(

251 .بنابراین 1نیزگ 1 Sr=
π
Sودرنتیجه r=π 2 توجهکنیدکه  1

 SP r P S S S( ) ( )= π = π ⇒ = π = π
π

2 2 2 2

261 و 1نیزگ 1 a
2
فرضکنیم،شعاعدایره a اگرطولضلعمربعرا  1

میشود.بنابراین a4 محیطمربعبرابر
a a

aa  a

P

PP a a

P

½oÄHj SeIv¶       ”Mo¶#SeIv¶

½k #ªºn ÁIÀSµv¤ SeIv

      

{ ¶

,

( )

)

,

( ) (

= ⇒ = =π =

π −π= − =

−π −π= =

2 2

22 2

2 2

4
4 4

4
4 4

4 4
16 4 64

271 معادلۀنیمدایرهراپیدامیکنیم: 1نیزگ 1  3
 yx y y x y x≥+ = ⇒ = − → = −02 2 2 2 21 1 1 

میش�ودومحیطآنبرابر x− 21 وعرضآن x2 بنابراینطولمس�تطیل
. P x x x x x( ) ( )= + − = + −2 22 2 1 4 2 1 استبا

281 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3


f g f g f g

f gf g f g

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )

+ = + =− − =− + −⇒ = =−
−− = − = − − =

2 2 2 1 2 3 2 3 1
1 31 1 1 2 1 3





 فصل اول: دست گرمی
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291 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1
 f f g

g

D x x D D g x    { | , ( ) } { , , }= ∈ ≠ =0 1 2 3 

بنابراین



f ff f     
g g g g

ff
g g

( ) ( )
( )( ) , ( )( )

( ) ( )

( )
( )( )

( )

= = =− = = =
−

= = =

1 26 31 6 2 3
1 1 2 1
3 03 0
3 9



است. −3 برابر f
g
بنابراینمجموعمقادیرتابع

301 راه حل اولتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1
 f g x f x g x x x x x x( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )− = − = + + − + + = +2 23 2 2 1 1 

. f g x x x( )( )− − = − + =1 1 1 بنابراین
.اکنوناگر f g( )( )− = − =1 6 4 2 ،پس g( )=1 4 و f( )=1 6 راه حل دومچون
بهدس�ت f g( )( )− 1 ،2 بهج�ایxق�راردهیم f g x( )( )− −1 درعب�ارت
،حاصل2 x=2 میآیدکهبرابر2است.تنهادرعبارتگزینۀ)1(،باقراردادن

میشود.
311 راه حل اولدامنۀتابعfبهصورتزیربهدستمیآید 1نیزگ 1  2

 f
x x

x D
x x

( , ]
− ≥ ⇒ ≤ ⇒ < ≤ ⇒ =
− > ⇒ >

8 0 8
3 8 3 8

3 0 3


دامنۀتابعgبهصورتزیربهدستمیآید

 g

x
Dx

x

 [ , )

−∞ +∞
⇒ =− − + −

−

3 5
3 53 0

5
بهصورتزیراست f g× بنابرایندامنۀتابع

 f g f gD D D ( , ] [ , ) ( , )× = = =3 8 3 5 3 5  

راه ح��ل دومباتوجهب�هگزینههاامتحانمیکنیمکهآیاع�دد6دردامنۀتابع
عب�ارتزیررادی�کالدرتاب�عgرامنفی x=6 ق�رارداردی�ان�ه.چون f g×

هم f g× دردامنۀتابعgنیس�تودرنتیج�هدردامنۀ x=6 میکن�د،پ�س
نیست.پسگزینههای)1(،)3(و)4(نمیتوانندجوابباشند.

321 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  3


x x

g x x
x x

( ) | |
− ≥= − =

− + <

1 1
1

1 1


بنابراین



x x x
f g x f x g x

x x x

x x

x x

( )
( )( ) ( ) ( )

( )

− − − ≥− = − =
+ − − + <

≥=
<

2 1 1 1

3 1 1 1

1

4 1



331 بهمحاسباتزیرتوجهکنید 1نیزگ 1  3



gof g f g

gof g f g
gof g f g
gof g f g

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

= = − =

= = − =
− = − = =
= = − =

1 1 1 2

2 2 1 2
1 1 3 2

3 3 2 4
. gof  {( , ),( , ),( , ),( , )}= −1 2 2 2 1 2 3 4 بنابراین

ت
ن

341 .ازطرفدیگر، 1نیزگ 1 fof f f( )( ) ( ( ))=3 3 ابتداتوجهکنیدکه  4

f f f f      ( ) , ( ( )) ( ) −= + = = = =2 13 13 3 4 13 3 13 6
2

. fof( )( )=3 6 بنابراین
351 رابهدستمیآوریم 1نیزگ 1 gof a( )( ) و fog a( )( ) ابتدا  3

 fog a f g a f a a a
gof a g f a g a a a

( )( ) ( ( )) ( ) ( )
( )( ) ( ( )) ( ) ( )

= = − = − + = −
= = + = + − = +

3 2 2 3 2 3 6 1
2 3 3 2 3 2 6 7 

بنابراینمعادلۀزیربهدستمیآید

 a a a a a− + + = ⇒ =− ⇒ =− 36 1 6 7 2 10 6
5


361 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4
fog x f g x f x x a x x ax ax( )( ) ( ( )) ( ) ( )= = + = + + = + +2 2 22 2 1 2 1

دوعضویباش�د. ax ax+ + =2 2 1 2 بنابراینبایدمجموعۀجوابهایمعادلۀ
مثبتباشد: ax ax+ − =2 2 1 0 یمعادلۀ ∆ یعنیباید

a a a a a a a a IÄ ( ) ( ) ( )∆= − − = + > ⇒ + > ⇒ > <−2 22 4 1 4 4 0 4 1 0 0 1

371 بهمحاسباتزیرتوجهکنید 1نیزگ 1  1



fog f g f
fog f g f
fog f g f
fog f g f ½kzº#œÄ o•U

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

− = − = =
− = − = =

− = − = =
= =

3 3 1 3
2 2 0 2
1 1 1 3

1 1 3



. fog        {( , ) , ( , ) , ( , )}= − − −3 3 2 2 1 3 بنابراین

381 دامنۀتابعfogبهصورتزیربهدستمیآید 1نیزگ 1  2
 fog g fD x D g x D x x{ | ( ) } { , }= ∈ ∈ = ≤ ≤ − ≤ − ≤0 2 1 5 2 3 

. x≤ ≤1 3 پس x− ≤− ≤−6 2 2 نتیجهمیشود x− ≤ − ≤1 5 2 3 ازنامعادلۀ
. fogD x x{ , } [ , ]= ≤ ≤ ≤ ≤ =0 2 1 3 1 2 بنابراین

391 و 1نیزگ 1  fD [ , )= +∞1 بهترتی�ب g و f تابعه�ای دامن�ۀ  3

است.بنابراین gD [ , ]= − 3 3

 gof f gD x D f x D x x x  { | ( ) } { | , }= ∈ ∈ = ≥ − ≤ − ≤1 3 1 3 

. x≤4 پس x− ≤1 3 نتیج�همیش�ود x− ≤ − ≤3 1 3 ازنامعادل�ۀ
. gofD x x x  { | , } [ , ]= ≥ ≤ =1 4 1 4 بنابراین

401 ابت�دانمودارتابعfرایکواحدبهس�متراس�تانتقال 1نیزگ 1  2
بهدستبیاید.سپسقرینۀایننموداررا y f x( )= −1 میدهیمتانمودارتابع
بهدستبیاید. y f x( )=− −1 نس�بتبهمحورxرسممیکنیمتانمودارتابع
درآخ�ر،ای�ننم�وداررای�کواح�دب�هب�الاانتق�المیدهی�مت�انم�ودارتابع

بهدستبیاید. y f x( )= − −1 1



)5(

411 رارسممیکنیم.برایاینکار، 1نیزگ 1 y f x( )= − ابتدانمودارتابع  3
قرینۀنمودارfرانسبتبهمحورyرسممیکنیم.اکنون،برایرسمکردننمودارتابع
راکهزیرمحورxاست y f x( )= − ،قرینۀقس�متیازنمودارتابع y f x| ( )|= −

نسبتبهمحورxرسممیکنیموقسمتیراکهزیرمحورxاستحذفمیکنیم.

421 کافیاستابتدا 1نیزگ 1 y f x( )= −2 1 برایرس�منمودارتابع  2
رایکواحدبهس�متراس�تمنتقلکنیمتانمودارتابع y f x( )= نمودارتابع
رس�مش�ود.س�پسدرنم�وداراخیرط�ولنقاطرابر2تقس�یم y f x( )= −1

بهدس�تآید.توج�هکنیدکهبااینکار y f x( )= −2 1 میکنی�متانمودارتابع
نموداردرراستایمحورطولهامنقبضمیشود.



431 رایکواحدبهسمت 1نیزگ 1 g x f x( ) ( )= −2 اگرنمودارتابع1  2
بهدستمیآید.اگرطول y f x( ( ))= − −2 1 راس�تمنتقلکنیم،نمودارتابع1
 y f x f x( ( )) ( )= − − = − −2 2 1 1 4 2 نقاطایننموداررانصفکنیم،نمودارتابع1
بهدس�تمیآی�دواگ�رعرضنق�اطایننم�وداررادوبراب�رکنیم،نم�ودارتابع
بهدس�تمیآی�د.پ�سضابط�ۀتابع�یکهنم�ودارآن y f x( ( ) )= − −2 4 2 1

است. y f x( )= − −2 4 2 2 بهدستآمدهبهصورت
441 رارس�ممیکنی�موآنرادو 1نیزگ 1 y x| |= ابت�دانم�ودارتابع  1

بهدستآید.این y x| |= +2 واحدبهسمتچپمنتقلمیکنیمتانمودارتابع

رس�م y x| |= + −2 نموداررایکواحدبهپایینمنتقلمیکنیمتانمودارتابع1

ش�ود.اکنونقس�متیازایننمودارراکهزیرمحورxاس�تنسبتبهاینمحور
قرینهمیکنیموقس�متیراکهزیرمحورxاس�تحذفمیکنیمتانمودارتابع

رسمشود. y x| || |= + −2 1

451 )}هرمؤلفۀدوم 1نیزگ 1 , ),( , ),( , ),( , )}1 3 2 4 5 7 6 1 درتابع  3

متناظردقیقاًیکمؤلفۀاولاس�ت.یعنیهیچدوزوجمرتبیمؤلفۀدومیکس�ان
ندارند،پساینتابعیکبهیکاست.

461  1نیزگ 1 a( , )−4 1 و a( , )1 چ�ونمؤلف�ۀدومزوجمرتبهای  2

یکسانهستند،پسبایدمؤلفههایاولآنهاهمبرابرباشند،
 a a a− = ⇒ =4 2 

برابرباشند، b( , )+1 3 و  ( , )10 3 بههمینترتیببایدمؤلفۀاولدوزوجمرتب
 b b= + ⇒ =10 1 9

. a b+ =11 بنابراین
471 باتوجهبهنمودارتابعهایدادهشده،واضحاستکهتابع 1نیزگ 1  3

یکبهیکاست. f x x x( ) ,= − ≤21 0
گزینۀ )1(

گزینۀ )2(

گزینۀ )3(

گزینۀ )4(

481 راه ح��ل اولنم�ودارتابعب�هازایمقادی�رمختلفkبه 1نیزگ 1  4
شکلزیراست

نبایداز2 x<1 ب�هازای y x k= +2 واضحاس�تکهبیش�ترینمقدارتاب�ع
بیشترباشد،پس

 k k+ ≤ ⇒ ≤2 2 0 
یکبهی�کاس�تو g x x( )= +2 1 ،آنگاهتاب�ع x≥1 راه ح��ل دوم اگ�ر
یکبهیکاس�تو h x x k( )= +2 ،آنگاهتابع x<1واگر gR [ , )= +∞2

.درنتیج�هب�رایاینک�هتاب�عfیکبهی�کباش�دبای�د hR  k( , )= −∞ +2

k k+ ≤ ⇒ ≤2 2 0 ،پس g hR R =∅

491 ،اما 1نیزگ 1 − <−3 تاب�عگزینۀ)1(اکیداًنزولینیس�ت،زیرا1  3
،ام�ا <0 1 .تاب�عگزین�ۀ)2(اکی�داًنزول�ینیس�ت،زی�را f f( ) ( )− < −3 1
و  − <− <3 1 1 زی�را اس�ت، نزول�ی اکی�داً )3( گزین�ۀ تاب�ع . f f( ) ( )=0 1
، − <−2 1 .تابعگزینۀ)4(اکیداًنزولینیس�ت،زیرا f f f( ) ( ) ( )− > − >3 1 1

. f f( ) ( )− = −2 1 اما
501 ،پس 1نیزگ 1 < <1 2 3 چونتابعfنزولیاستو  3

 f f f a a a( ) ( ) ( )≥ ≥ ⇒ + ≥ − ≥ −1 2 3 2 1 2 2
اکنونتوجهکنیدکه

 a a a  a a a     ( ) , ( )+ ≥ − ⇒ ≥− − ≥ − ⇒ ≥2 1 2 3 1 2 2 2 2 
. a≥2 اشتراکجوابهاینامعادلههای)1(و)2(میشود



 فصل اول: دست گرمی
)6(

511  1نیزگ 1 y x x= − +22 4 3 طولرأسسهمی  2

.ازروینمودارتابعfمعلوماست b
a

− =1
2

برابراس�تبا

وهرزیرمجموعۀآناکیداً [ , )+∞1 کهاینتابعرویبازۀ
( , )1 2 صع�ودیاس�ت.ازبازهه�ایدادهش�دهفق�طبازۀ

است. [ , )+∞1 زیرمجموعۀبازۀ

521 رایکواحدبهس�متراست 1نیزگ 1 y f x( )= اگرنمودارتابع  4
بهدس�تمیآی�د.بنابراین،اگرنمودار y f x( )= −1 انتق�الدهیم،نمودارتابع
رای�کواح�دبهس�متچ�پانتقالدهی�م،نم�ودارتابع y f x( )= −1 تاب�ع
بهدستمیآید.اکنوناگرقرینۀقسمتهاییازایننمودارراکهزیر y f x( )=

xرس�مکنیموقس�متهاییراکهزیرمحورxاس�ت،نس�بتبهمحورxمحور
بهدستمیآید.ازرویایننمودار y f x| ( )|= استحذفکنیم،نمودارتابع

)اکیداًنزولیاست. , )− −2 1 رویبازۀ y f x| ( )|= معلوماستکهتابع

531 ب�اتوج�هب�هنم�ودار،تابعf 1نیزگ 1  1
صعودیاست.

541 برایاینکهتابعیوارونپذیرباش�د،بایدیکبهیکباشد. 1نیزگ 1  3
.تاب�عگزینۀ)2( f f( ) ( )= =1 3 2 تاب�عگزین�ۀ)1(یکبهی�کنیس�ت،زی�را
.تابعگزینۀ)3(یکبهیکاست،زیرا f f( ) ( )= =2 5 3 یکبهیکنیست،زیرا
fبنابرای�نمقادیرتابع، f( )=−4 5 و f( )=−3 4 ، f( )=−2 2 ، f( )=−1 1

. f f( ) ( )= =1 3 0 متمایزند.تابعگزینۀ)4(همیکبهیکنیست،زیرا

551 رارس�ممیکنی�م.برایاینکارباید 1نیزگ 1 f ابتدانمودارتابع1−  1
رارسم f −− رسمکنیم.سپسنمودارتابع1 y x= قرینۀنمودارfرانسبتبهخط

رانسبتبهمحورxرسمکنیم. f میکنیم.برایاینکاربایدقرینۀنمودارتابع1−

561 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2


f og f g f

g of g f g

( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( )

− − −

− − −

= = =

= = =

1 1 1

1 1 1

2 2 1 4

3 3 4 3


بنابراینمقدارموردنظربرابر7است.
571 .ب�هاین 1نیزگ 1 f ( )− =1 2 ،پس1 f( )=1 2 توج�هکنی�دک�ه  2

. f f( ) ( )−+ =11 2 3 ترتیب،
581 بهص�ورت 1نیزگ 1 را f تاب�ع ضابط�ۀ ابت�دا اول راه ح��ل   1

مینویسیموxرابرحسبyپیدامیکنیم: y x( )= − −22 4


xx y  x  y

x y x y f x x

( ) | |

( )

<

−

− = + ⇒ − = + →

− = + ⇒ = − + ⇒ = − +

22

1

2 4 2 4

2 4 2 4 2 4

)عبورمیکند،پسنمودارتابع , )−3 21 راه حل دومچوننمودارتابعfازنقطۀ

)عبورمیکند.اکنونگزینههارایکییکیبررسیمیکنیم: , )−21 3 ازنقطۀ f −1

f ( )− = − =−1 21 2 25 3 گزینۀ )1( 

f ( )− =− + =1 21 2 25 3 گزینۀ )2( 

f ( )− = −1 21 2 17 گزینۀ )3(

f ( )− = +1 21 2 17 گزینۀ )4(

591 باتوجهبهشکل، 1نیزگ 1  2

 c cB c a
a a

ˆcos = ⇒ = ⇒ =2 6 2 6
7 7

اکنونطبققضیۀفیثاغورس،


a b c a a a a

a a a

( )= + ⇒ = + ⇒ = +

= ⇒ = ⇒ =

2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 6 2425 25
7 49

25 25 49 7
49

601 ابت�داتوجهکنید 1نیزگ 1  3
ک�هبنابرقضیۀخطوطم�وازیومورب،

.درنتیجه، ACBˆα=

 ABACB
BC

ˆtan tanα= = = =3 3
1

611 را 1نیزگ 1 ش�کل ابت�دا  2
بهصورتمقابلکام�لمیکنیم.اکنون
توجهکنیدکهبنابرقضیۀفیثاغورسدر

،ABCمثلثقائمالزاویۀ

 AB AC BC AB= + = + = ⇒ =2 2 2 2 22 3 13 13 

. ACABC
AB

 : sinα= = 2
13

 درنتیجه،

621 صورتکسربرابراستبا 1نیزگ 1  4

 ( ) ( )− = − =33 3 3 3 3 34 3 0
2 2 2 2

. A=0 بنابراین

631 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2



ABCD ADCS S

DC AD D̂( sin )

sin

=

= × ×

= × × = × =0

2

12
2

35 4 120 20 10 3
2

641 α 1نیزگ 1 ،انتهایکمانروبهروبهزاویۀ <α<0 0180 270 اگر  2
درناحیۀسومقراردارد.

651 ش�کل 1نیزگ 1 روی از  3
. a c> و b<0 مقابلمعلوممیشودکه

. a c b> > بنابراین



)7(

661 ،مش�خصاس�تکه 1نیزگ 1 sin cosα α>0 ب�اتوج�هب�ه  3
، cos cotα α<0 همعلامتهس�تند.باتوجهبه cosα و sinα مقادیر
مختلفالعلامتهستند.بنابراین cotα و cosα مشخصاستکهمقادیر

αدرناحیۀسومقراردارد.دراینناحیه، انتهایکمانروبهروبهزاویۀ
             sin , cos , cotα< α< α>0 0 0

671 ودرنتیجه 1نیزگ 1 sin≤ α≤0 1 ،پس ≤α≤0 090 180 چون  1
m m m≤ − ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤0 1 1 1 2 2 4
2 2

681 ، 1نیزگ 1 xsin≤ ≤20 1 ،بنابرای�ن xsin− ≤ ≤1 1 میدانی�م  4
.بنابراینکمترین xsin≤ + ≤22 2 3 5 ودرنتیج�ه xsin≤ ≤20 3 3 پس
مقدارعبارت2وبیشترینمقدارآن5است،کهحاصلضربآنها10میشود.

691 ب�اتوجهبهاینک�همحورطوله�اباخطم�وردنظرزاویۀ 1نیزگ 1  1

است. 3
3

یاهمان tan 030 تشکیلمیدهد،شیبخطبرابر 030 مثلثاتی

( , )6 3 استوچونخطازنقطۀ y x b= +3
3

پسمعادلۀآنبهصورت

میگذرد،پسمختصاتایننقطهدرمعادلۀخطصدقمیکنند:

 b b= × + ⇒ =−33 6 3
3

است. x y− − =3 3 0 یاهمان y x= −3 3
3

پسمعادلۀخط

701 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

 x x x x
x

tan tan tan tan
tan
− = ⇒ − = ⇒ =1 12 1 2

3


. x
x

cot
cot

= =
− −

3 3
1 3 1 2

.درنتیجه x
x

cot
tan

= =1 3 بنابراین

711 میتواننوشت 1نیزگ 1 tan cotα α=1 باتوجهبهرابطۀ  2

 m m m m
m

( )( )+ = ⇒ − = + ⇒ =
−

1 2 1 2 1 2 3
2 1

ودرنتیجه cotα=5 و tanα=1
5
بنابراین

tan cotα+ α= + =2 2 1 62625
25 25

721 میتواننوشت 1نیزگ 1 sin cosα+ α=2 2 1 باتوجهبهرابطۀ  4

( ) cos cos cos+ α= ⇒ α= ⇒ α=±2 2 23 16 41
5 25 5

بای�دمنفیباش�د،پس cosα ،مق�دار <α<0 090 180 ب�اتوج�هب�هاینک�ه

،بهدس�تمیآی�د sintan
cos

αα=
α
.ب�اتوج�هب�هرابط�ۀ cosα=− 4

5

. tan cosα− α=− + =3 4 1
4 5 20

.بنابراین tanα= =−
−

3
35

4 4
5

731 و 1نیزگ 1  x
x

tan
cos

+ =2
2

11 اتحاده�ای از اس�تفاده ب�ا  1

بهدستمیآید x
x

cot
sin

+ =2
2

11



x xA x x x x

x x
x xx x x x
x x

tan cot tan cos cot sin

cos sin

sin coscos sin sin cos
cos sin

= + = +

= × + × = + =

2 2 2 2 2 2

2 2

2 22 2 2 2
2 2

1 1

1

741 راه حل اولمخرجمشترکمیگیریم: 1نیزگ 1  4
cos sin cos cos cos

sin sin sin sin sin

cos ( cos ) cos sin cos cot
sin sin sin

θ − θ− θ θ− θ− − = =
θ θ θ θ θ
θ − θ θ θ θ= = = = θ

θ θ θ

4 2 4 2 4

4 2 4 4 4

2 2 2 2 2 2
4 4 2

1 1 1

1

راقراردهیم،مقدارعبارت 030 مقدار θ راه حل دوماگردرعبارتدادهشدهبهجای

 030 مقدار θ .اگردرگزینههابهجای − − = − − =1 1 9 16 4 9 3
1 1

16 4

برابراستبا

برابر3میشود.تنهاگزینۀ)4(میتوانددرستباشد. cot θ2 راقراردهیم،فقط

751 راب�هت�واندو 1نیزگ 1 tan cotα+ α=3 طرفی�نتس�اوی  3
. tan cot tan cotα+ α+ α α=2 2 2 میرسانیم:9

،پس tan cotα α=1 چون
tan cot tan cotα+ α+ = ⇒ α+ α=2 2 2 22 9 7

761 تقسیممیکنیم: 1نیزگ 1 xsin دوطرفتساویدادهشدهرابر  1

 x x
x x x

cos cot
sin sin sin

+ = ⇒ + =2 3 33 3 2 

اگردوطرفاینتساویرابهتواندوبرسانیم،بهدستمیآید

x x x
x

x x x x x

x x 

cot cot ( cot )
sin

cot cot cot cot cot

cot , cot

+ + = = +

+ + = + ⇒ − =

= =

2 2
2

2 2 2

99 12 4 9 1

9 12 4 9 9 5 12 0

120
5



. xcot =12
5
ودرنتیجه xcot ≠0 ،پس xcos ≠0 چون

771 : 1نیزگ 1 D= 075 قرارمیدهیم D R=
π0180
درتساوی  4

 R R π= ⇒ =
π

0

0
75 5

12180


781 رامیتوان 1نیزگ 1 0500 راه حل اول  2
 090 درنظ�رگرفت.5تا 050 بهعلاوۀ 090 5ت�ا
یعن�ی5تاربعدای�ره،پسانتهایکم�انروبهروبه

درناحیۀدومقراردارد. 0500 زاویۀ
،پسانتهایکمان ≤ ≤0 0 090 140 180 و = +0 0 0500 360 140 راه ح��ل دوم 

درناحیۀدومقراردارد. 0500 روبهروبهزاویۀمرکزی

791 ابت�داان�دازۀزاوی�ۀمرک�زیAOBرابرحس�برادیان 1نیزگ 1  3

 D R R R π= ⇒ = ⇒ =
π π

0

0 0
20

9180 180
حسابمیکنیم:

طولمسیرماهوارهبرابرطولکمانABاستکهبرابراستبا

 l r AB oT¶¼±Ã¨
π= ×θ⇒ = × = π36000 4000
9





 مرگ تسد  لوا لصف 
)8(

808 ناحی�ۀ م�ورد نظر قطاعی از دایرۀ به ش�عاع ۶ اس�ت، که ۀ8یزگ -8  1
0120 اس�ت. ابتدا ان�دازۀ زاوی�ۀ قطاع را  ان�دازۀ زاوی�ۀ قط�اع برحس�ب درجه 

 θ برحسب رادیان حساب می کنیم. اگر این اندازه 
θ π= ⇒θ=
π

0

0
120 2

3180
باشد، آن گاه 

πθ=2 برابر است با 
3

r=6 و  مساحت قطاعی که در آن 

r  mπθ= × × = π2 2 21 1 26 12
2 2 3

818 ابتدا توجه کنید کهۀ8یزگ -8  1

       

      

sin( ) sin , sin( ) sin
cos( ) cos , cos( ) cos

π+α =− α π−α = α
π+α =− α π−α =− α

 

A sin sin sin tan
cos cos cos

− α− α − α= = = α
− α+ α − α
2 4 6 3
3 2

بنابراین 

828 توجه کنید کهۀ8یزگ -8  1

 

 

cos( ) cos , sin( ) cos

sin( ) sin , cos( ) sin

ππ−α =− α +α = α

π−α =− α +α = α

2
3
2

بنابراین عبارت مورد نظر برابر است با 
cos cos cos cot
sin sin sin

− α− α − α= = α
− α− α − α

2
2

838 توجه کنید کهۀ8یزگ -8  3

sin sin( ) sin

cos cos( ) cos

= − = =

= − =− =−

0 0 0 0

0 0 0 0

2135 180 45 45
2
1120 180 60 60
2

بنابراین

sin cos

sin cos

( )
( )

+
− + + += = = ×

− − ++ −

+
= = + = +

−

0 0

0 0

2
2

2 1
135 120 2 1 2 1 2 12 2

2 1 2 1 2 1 2 1135 120
2 2
2 1 2 1 3 2 2
2 1

848 توجه کنید که ۀ8یزگ -8  2

 

sin sin( ) sin

tan tan( ) tan

cot cot( ) cot

cos cos( ) cos

π π π= π+ =− =−

π π π= π+ = =

π π π= π− =− =−

π π π= π− = =

7 1
6 6 6 2
5 1
4 4 4
7 2 1
4 4 4
5 12
3 3 3 2

 

. A=− × − × =−1 11 1 1
2 2

بنابراین 

858 توجه کنید کهۀ8یزگ -8  2

     cos cos

cos cos

π π π π+ =π⇒ =−

π π π π+ =π⇒ =−

7 7
8 8 8 8
3 5 3 5
8 8 8 8

بنابراین 
cos cos cos cos

cos cos cos cos

π π π π+ + +

π π π π=− − + + =

3 3 3 3

3 3 3 3

3 5 7
8 8 8 8

7 5 5 7 0
8 8 8 8

868 از رابطه های نسبت های مثلثاتی مجموع و تفاضل زاویه ها ۀ8یزگ -8  1
نتیجه می شود

cos( )cos cos sin sin cot
sin cos sin cos sin( )

+− = = =
+ +

0 00 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

20 4020 40 20 40 360
320 40 40 20 20 40

878 ، ۀ8یزگ -8 sin( ) sin cos cos sinα+β = α β+ α β چ�ون   4
پس

x x x x x x xsin cos cos sin sin( ) sin+ = + =3 2 3 2 3 2 5

x برابر می شود با  π=
15

بنابراین مقدار عددی عبارت مورد نظر به ازای 

sin π= 3
3 2

888 ش�کل ۀ8یزگ -8 نمادگ�ذاری  از   2
مقابل اس�تفاده می کنی�م. در این صورت، بنابر 

قضیۀ فیثاغورس،

AKB AB AK BK AB

BKC BC BK CK BC

:

:

= + = + = ⇒ =

= + = + = ⇒ =

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

3 2 13 13

2 1 5 5





، در نتیجه ABCˆ =α+β اکنون توجه کنید که 
ABC

    

ˆcos( ) cos( ) cos cos sin sin= α+β = α β− α β

= × − × = − = =2 2 3 1 4 3 1 65
6513 5 13 5 65 65 65
898 توجه کنید کهۀ8یزگ -8  1

 sin cos sin( ) sin+ = + =0 0 0 0 025 25 2 25 45 2 70

، پس sin cos=0 070 20 در نتیجه، چون 
sin cos sin cos

cos cos cos

+ = = =
0 0 0 0

0 0 0
25 25 2 70 2 20 2

20 20 20
908 توجه کنید کهۀ8یزگ -8  3

A  ( sin cos )

(cos sin sin cos )

sin( ) sin( )

= +

= +

= + = =

0 0

0 0 0 0

0 0 0

3 12 15 15
2 2

2 30 15 30 15

2 30 15 2 45 2

918 sinα مقداری منفی است. پسۀ8یزگ -8 ابتدا توجه کنید که   4

     (.¡.¡.ù)

cos sin sin sin

sin sin , sin

α= − α⇒ = − α⇒ α=

−α= ⇒ α= α=

2 2 2

2

1 22 1 2 1 2 2
3 3

1 3 3
3 3 3

928 . پسۀ8یزگ -8 cos sinα= − α22 1 2 توجه کنید که   2

 

x x x

x x x
x x x x
x x

sin ( ) cos ( ) cos( )

cos cos cos
sin sin cos sin
cos cos

π π π− − − −
= =

= = =

21 2 2 2
4 4 2

2 2 2

 



)9(

931 میتواننوشت 1نیزگ 1  3
cos sin

sin cos sin cos

(sin cos ) ( sin ) ( )

++ =

= = = =

2 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0

0 0 2 0 2 2

1 1 15 15
15 15 15 15

1 1 1 16
1 115 15 30
2 4

941 رادیاناس�ت، 1نیزگ 1 π3
4

رادیان،نصف π3
8

باتوجهبهاینکه  1

ودرنتیجه πα=3
8

قرارمیدهیم cos cosα= α−22 2 1 درتساوی

cos( ) cos cos cos

cos( ) cos cos

cos cos

cos

π π π π× = − ⇒ = −

π π ππ− = − ⇒− = −

π π −= − ⇒ =

π −=

2 2

2 2

2 2

3 3 3 32 2 1 2 1
8 8 4 8

3 2 32 1 2 1
4 8 2 8

3 2 3 2 22 1
8 2 8 4

3 2 2
8 2

951 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2


cos cos( ) sin

sin sin( ) cos

= + =−

= + =

0 0 0 0

0 0 0 0

105 90 15 15

105 90 15 15

بنابراین



cos sin sin cos

sin (sin cos ) sin

cos( ) cos

+ = +

= + + = +

−= − × + = − = − =

2 0 2 0 2 0 2 0

2 0 2 0 2 0 2 0

0 0

3 105 105 3 15 15

2 15 15 15 2 15 1

3 4 31 2 15 1 2 30 2
2 2



961 راه حل اولمیتواننوشت 1نیزگ 1  4



sin / cos / sin / cos /

cos / sin / sin / cos /

cos( / ) cos

sin( / ) sin

−− =
×

− × −= = =−
×

0 0 2 0 2 0

0 0 0 0

0 0

0 0

22 5 22 5 22 5 22 5
22 5 22 5 22 5 22 5

2 22 5 45 2
1 12 22 5 45
2 2

،بنابراین cot tan cotα− α= α2 2 راه حل دوم میدانیم
tan / cot / (cot / tan / )

cot

− =− −

=− =−

0 0 0 0

0

22 5 22 5 22 5 22 5

2 45 2

971 راه حل اولعبارترابهشکلزیرسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  2



sin
tan cos sin cos
tan

cos

sin

= =
+

= = × =

0

0 0 0 0
2 0

2 0

0

15
15 15 15 15

11 15
15

1 1 1 130
2 2 2 4



،پس tansin
tan

αα=
+ α2
22

1
راه حل دوم میدانیم

tan sin
tan

= =
+

0 0
2 0
15 1 130

2 41 15

981 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4

x
xx
xx

x x x x

tan tan
tantan( )
tantan tan

tan tan tan tan

π+
π ++ = ⇒ = ⇒ =

π −−

+ = − ⇒ = ⇒ =

147 7 7
4 11

4
31 7 7 8 6
4

بنابراین

x x x
x x

tan cos cos
cos cos

+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =2 2
2 2

1 9 1 16 41 1
16 25 5

پس

 x xx x
x

sin sintan sin
cos

= ⇒ = ⇒ =3 3
4 4 5

5



991 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2



tan tan( ) tan tan( )

( )tan tan

tan tan

= + = = +

++ + + += = = × =
−− − +−

+ += =− −
−

0 0 0 0 0 0

20 0

0 0

285 180 105 105 60 45

1 360 45 3 1 3 1 1 3
1 31 3 1 3 1 31 60 45

1 3 2 3 2 3
2



1001 .دراینصورت 1نیزگ 1 a bβ= + و a bα= − ف�رضکنی�د  1
ودرنتیجه b=β−α2

 b tan tan
tan tan( )

tan tan
β− α += β−α = = =−

+ α β −
3 4 72

1 1 12 11


. bcot =−112
7
پس

1011 ،پس 1نیزگ 1 tan( )α+ =0 135
2
چون  2

tan tan( )
tan( ) tan( ( ))

tan tan( )

− α+
−α = − α+ =

+ α+

−
= =
+

0 0
0 0 0

0 0
45 3510 45 35

1 45 35
11

12
1 31
2

1021 باتوجهبهشکل، 1نیزگ 1  3

و x
y

tanα= =1
2

 x
y

tan( ) ++α =0 845

ازطرفدیگر،

 tan tantan( )
tan tan

+
+ α+α = = =

− α −

00
0

11
45 245 3

11 45 1
2

بنابراین
x x y x

y y
     ,+ = = ⇒ =8 13 2

2
درنتیجه

x x x x
x

/+ = ⇒ = + ⇒ = =8 83 6 8 1 6
2 5



 فصل اول: دست گرمی
)10(

1031 توجهکنیدکهضابطۀتابعبهشکلزیراست: 1نیزگ 1  2
x x x

f x
x x x

x x

x x

IÄ

cos cos cos
( )

cos cos cos

cos

− ≥=
+ <

π π ≤ ≤ ≤ ≤ π=
π π < <

0
2

0
2

30 0 2
2 2
3

2 2
بنابرایننمودارتابعبهشکل

روبهرورسممیشود:

1041 باتوجهبههریکازشکلهایزیرمیتوانفهمیدکهاگر 1نیزگ 1  2

ومیتواننوشت xsin< ≤1 1
2

،آنگاه xπ π< <2
6 3

m m m−< ≤ ⇒ < − ≤ ⇒ < ≤1 1 1 2 1 4 3 5
2 4



میتواندمقادیرصحیح4و5باشد. m بنابراین

1051 و 1نیزگ 1  y a bx csin( )= + تواب�ع تن�اوب دورۀ میدانی�م  3

و  fT π= =
π

2 4

2

پ�س اس�ت. T
b| |
π=2 براب�ر  y a bx ccos( )= +

.بنابراین gT
a a| | | |
π π= =
−
2 2

 f gT T a a
a

| |
| |
π= ⇒ = ⇒ =π⇒ =±π42 4

1061 ،پس 1نیزگ 1 xx cossin −=2 1 2
2

چون  1

 x xf x x cos cos( ) sin − −= + = + =2 1 2 25 212 12
2 2



.
| |
π=π2
2

بنابرایندورۀتناوبتابعfبرابراستبا

برابر y a bx ccos ( )= +2 و y a bx csin ( )= +2 نکتهدورۀتناوبتوابع

Tاست.
b| |
π=

1071 رویبازهه�ایب�هص�ورت 1نیزگ 1 f x x( ) tan=− 2 تاب�ع  1

اکیداًنزولیاس�ت.بنابراینتابعfرویبازۀ k∈ ک�ه k k( , )π π π π− +
2 4 2 4

)اکیداًنزولیاستورویبازههایدیگرچنیننیست. , )π π3
4 4

1081 )اکیداً 1نیزگ 1 , )π π−
4 4

توجهکنیدکهتاب�عتانژانترویبازۀ  2

صعودیاست،پس


x x x

m m

tan( ) tan tan tanπ π π π− < < ⇒ − < < ⇒− < <

−− < < ⇒− < <

1 1
4 4 4 4

2 31 1 1 4
5



1091 مینویسیم. 1نیزگ 1 x xcos( ) cosπ− =
4

معادلهرابهصورت  2

بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:


x k x k k

x k x x k x k k

   ¡ ¡ ù)

 

, (. . .

,

π π− = π+ ⇒ π=− ∈

π π π− = π− ⇒ = π+ ⇒ = π+ ∈

2 2
4 4

2 2 2
4 4 8







)رامشخصمیکنیم: , )π0 2 اکنونجوابهایواقعدربازۀ


k

x π π π

0 1 2

9 17
8 8 8



)دارد. , )π0 2 بنابراینمعادلهدوجوابدربازۀ

1101 مینویسیم 1نیزگ 1 x xtan( ) tanπ− = 2
6

معادلهرابهصورت  2

وجوابهایآنبهصورتزیرهستند

 x k x x k k  ,π π= π+ − ⇒ = π− ∈2
6 6

 

)رابهدستمیآوریم.بهدوروش , )−π π اکنونتعدادجوابهایواقعدربازۀ

میتواناینکارراانجامداد.

راه حل اول


k

x

−

π π π π− −

0 1 2 1

5 11 7
6 6 6 6



راه حل دوم

k k k k k, { , }π π π−π< π− <π⇒− < π< ⇒− < < ∈ ⇒ ∈5 7 5 7 0 1
6 6 6 6 6



)دوجوابدارد. , )−π π بنابراینمعادلهدربازۀ

)غ.ق.ق.(

)غ.ق.ق.()غ.ق.ق.(



)11(

1111 ،بنابراینمعادلۀموردنظر 1نیزگ 1 sin π=3
2 3

توجهکنیدکه  1
میشود



x k k
x

x k k

x k k

kx k

      

      

      

      

,
sin( ) sin

( ) ,

,

( )
,

π π − = π+ ∈π π− = ⇒
π π − = + π− ∈


π =− π− ∈

 + π =− π+ ∈

2 2
6 32

6 3 2 2 1
6 3

12
2 1

2 4











1121 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  3

 x x xtan tan tan= ⇒ = ⇒ =±2 2 1 33 1
3 3



هستند. x k π= π−
6
و x k π= π+

6
بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورت

1131 راقط�عمیکند، 1نیزگ 1 y=−1 جای�یکهنم�ودارتاب�عfخط  4
است،پس f x( )=−1


x x k x k

kx k      

sin( )

,

π π π− = ⇒ − = π⇒ =− π+

π π=− + ∈

2 0 2 2
4 4 4

2 8




عبارتانداز [ , ]π−π 3
2

جوابهایواقعدربازۀ

k

x

− −

π π π π π− −

0 1 2 1 2

3 7 5 9
8 8 8 8 8



قطعمیکند. [ , ]π−π 3
2

رادرپنجنقطهازبازۀ y=−1بنابرایننمودارتابعخط

1141 راه حل اولتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2
x x x x

x x x

x x k k

x x k k

x x k k

  

  

  

sin sin sin (sin )

sin (sin )(sin )

sin ,

sin ,

sin ,

− = ⇒ − =

− + =

= ⇒ = π ∈


π = ⇒ = π+ ∈


π =− ⇒ = π− ∈


3 20 1 0

1 1 0

0

1 2
2

1 2
2







نق�اطانتهای�یکمانهاینظیرجوابهارارویدایرۀمثلثاتیمش�خصمیکنیم.

نوشت. kx k  ,π= ∈
2

 بنابراینجوابهایکلیمعادلهرامیتوانبهصورت

راه حل دومتوجهکنیدکه



x x x x x x

x x k k

x x k x k k

  

  

sin sin sin (sin ) sin cos

sin ,

cos ( ) ,

− = ⇒ − = ⇒− =

= ⇒ = π ∈

 π π= ⇒ = π+ ⇒ = + ∈

3 2 20 1 0 0

0

0 2 1
2 2





هس�تندکهمیتوان π
2
بنابراینجوابهابهصورتمضاربزوجومضاربفرد

نوشت. kx k ,π= ∈
2

 آنهارابهصورتجوابکلی

1151 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  2


x x x x

x x x x

( cos ) cos cos cos

(cos )( cos ) cos , cos

− + = ⇒ − + =

− − = ⇒ = =

2 22 1 5 4 2 5 2 0

12 2 1 0 2
2



.جوابهایمعادلهکهدر xcos =1
2
جوابندارد،پ�س xcos =2 معادل�ۀ

است. π2 هستندکهمجموعآنهابرابر ππ−2
3
و π

3
قراردارند، [ , ]π0 2 بازۀ

1161 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  3


xx x x x x
x

x x x x

sinsin cos sin cos sin
cos

sin ( cos ) sin cos

= ⇒ =

− = ⇒ =

2

2

2 2

2 1 0 2 0


بنابراینجوابهایکلیمعادلهبهصورتزیرهستند:


x x k k

kx x k x k

 sin ,

cos ,

= ⇒ = π ∈

π π π= ⇒ = π+ ⇒ = + ∈

0

2 0 2
2 2 4







. π7
4

و π5
4

، π3
4

، π
4
، π )عبارتان�داز , )π0 2 جوابه�ایواق�عدربازۀ

پسمعادلهدراینبازهپنججوابدارد.
1171 دریکهمس�ایگیمح�ذوف1،مقادیرfمنفیهس�تند، 1نیزگ 1  1

،پس f x f x| ( )| ( )=− بنابرایندراینهمسایگی


x x

f x f x
f x f x
( ) ( )

lim lim
| ( )| ( )→ →

= =−
−1 1

1

1181 .بنابراین 1نیزگ 1 f x( ) ( )−→ −1 ،آنگاه x +→1 اگر  4


x t

f f x f t
( )

lim ( ( )) lim ( )
+ −→ → −

= =
1 1

2 

1191 مقادیرحدراستوحدچپراحسابمیکنیم: 1نیزگ 1  4

 x x

x x

f x x x

f x x x

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

+ +

− −

→ →

→ →

= + = + =

= − = − =−

3

2 2
2

2 2

2 8 4 12

3 4 6 2

،14واحدازمقدارحدچپآندراین x=2 بنابراینمقدارحدراس�تتابعدر
نقطهبیشتراست.

1201 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

 x x

x x

x a af x a
x

f x x ax b a b a b

lim ( ) lim

lim ( ) lim ( ) ( )

− −

+ +

→ →

→ →

+ × += = = +
− × −

= + + = + + = + +
2 2

2 2

2 2

3 3 2 6
2 3 2 2 3

2 2 4 2

،پسهریکازحدهایبالابرابربا4است:
x

f xlim ( )
→

=
2

4 چون


a a

a b
a b b

+ = =−  ⇒ ⇒ + = 
+ + = =  

6 4 2
2

4 2 4 4



 فصل اول: دست گرمی
)12(

1211  1نیزگ 1
x  

f xlim ( )
→−1

ابت�داتوجهکنی�دکهبنابرقضای�ایحد،  3

وجوددارد.ازطرفدیگر

x x
x x xf x f xlim ( ( )) ( ) ( ) ( ) lim ( )

→− →−
− + − = ⇒ − − − + − − =2 2

1 1
1 6 1 1 1 1 6

.
x

f xlim ( )
→−

=
1

3 پس

1221 نتیج�ه 1نیزگ 1 در . x
+

→2 2 2 آنگاه ، x +→2 اگ�ر  2
.

x x
x x xlim ( [ ]) lim ( )

+ +→ →
= =

2 2
2 2 4 .پس x[ ]=2 2

1231 راازص�ورتومخ�رجح�ذفمیکنی�م، 1نیزگ 1 x−3 عام�ل  2
سپسحدراحسابمیکنیم:


x x x

x xx x x
x x xx

( )
lim lim lim

( )( )→ → →

−− = = = =
− + +−

2

23 3 3

33 3 1
3 3 3 6 29



1241 است.میتواننوشت 1نیزگ 1
  

0
0 حدموردنظربهصورت  3

 x x

x

x xx
x x x x

x
x x

( )( )
lim lim

( )( )

lim

→ →

→

− +− =
− − + +

+ += = =
+ + + × +

2

3 24 4

2 24

4 416
64 4 4 16

4 4 4 1
64 16 4 4 4 16



1251 از 1نیزگ 1 x−3 4 وقتیxازس�متچپبه1نزدیکمیشود،  1
xازطرفدیگروقتی، x[ ]− =−3 4 2 نزدیکمیشود،پس سمتچپبه1−

.بنابراینحدموردنظر x x| | ( )− =− −1 1 ازس�متچپبه1نزدیکمیشود،

برابراستبا

x x

x xx
x x
| | ( )

lim ([ ] ) lim ( )
− −→ →

− − −
− + = − + =− − =−

− −1 1

1 13 4 2 2 1 3
1 1

1261 اس�ت.توجهکنیدکهبنابر 1نیزگ 1
  

0
0 حدموردنظربهصورت  2

.درنتیجه x x x x( ) ( )( )− = − = − +2 29 3 3 3 اتحادمزدوج،

 x  x  x  
x x

x x x x
lim lim lim

( )( )→ → →

− −= =
− − + +

= = =
++

9 9 9
3 3 1

9 3 3 3
1 1 1

3 3 69 3



1271 بااستفادهازاتحادچاقولاغرمیتواننوشت 1نیزگ 1  1



x x

x

x

x xx x
x x x x

x
x x x x

x x x

( )
lim lim( )

( )

lim( )
( )( ) ( )

lim
( )( )( ( ) )

→ →

→

→

+ + + ++ − + −= ×
− − + + + +

+ −= ×
− + + + + +

= = =
+ ++ + + + +

33 23 3

2 2 33 27 7

33 27

33 27

1 2 1 41 2 1 2
49 49 1 2 1 4

1 8 1
7 7 1 2 1 4

1 1 1
14 4 4 4 1687 1 2 1 4

1281 راه حل اولمیتواننوشت 1نیزگ 1  3

x x x

x

x xx x
x x x

x

( cos )( cos )sin coslim lim lim
cos cos cos

lim ( cos )

→ π → π → π

→ π

− +−= =
− − −

= + = + =

2 2

2 2 2

2

1 11
1 1 1

1 1 1 2

، x→ π2 .همچنی�ناگر x t= π+2 ،آنگاه x t− π=2 راه ح��ل دوماگ�ر
.بنابراین t→0 آنگاه

x t  t  t  

tx t t
x t t t

sin ( )sin sinlim lim lim lim
cos cos( ) cos→ π → → →

π+
= = = =

− − π+ −

22 2 2

22 0 0 0

2 2
1 1 2 1

2
1291 میتواننوشت 1نیزگ 1  2



x  x

x  

x  

x x x
x x x x

x x x x
x x

x x

cos cos sinlim lim
sin cos sin cos

(cos sin )(cos sin )
lim

sin cos

lim (cos sin ) ( )

π π→− →−

π→−

π→−

−=
+ +

− +
=

+

−= − = − =

2 2

4 4

4

4

2

2 2 2
2 2

1301 میتواننوشت 1نیزگ 1 x xcos sin= − 22 1 2 بااستفادهازاتحاد  1


x x x

xx x
x x x

( sin )cos sinlim lim lim
sin sin sin→π →π →π

− −− = = =
2 2

2 2 2
1 1 21 2 2 2

1311 میتواننوشت 1نیزگ 1  3


x  x  

xx
x x x
x x x 

x

sin
sinlim lim
sin sin→ →

+
+ + ×= = =

−− −

2

2 20 0

22
2 0 2 12 2

1 01


1321 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  4


x x

x x

x x

x x x

x

x x

sin( ) sin( )
lim lim

( )( )

sin( )
lim lim

→ →

→ →

− −
=

− − +

−
= × = × =

− +

2 2

4 2 22 2

2

2 22 2

4 4
16 4 4

4 1 1 11
8 84 4



1331 میتواننوشت 1نیزگ 1  2

x  x  

x  

xx 
x x

x x x x

x x

x

( )
cos coslim lim

sin ( )

lim

→ →

→

− − +
− = =

− +
= =− + =

22

0 0
2 2

20

21 1
2 2 2

2
1 32 2
2 2

1341  1نیزگ 1 tx π+=
4

.دراینصورت x t−π=4 فرضمیکنیم  1

.بنابراین t→0 ،آنگاه x π→
4
واگر

t  t  x  

t  

t t
x

x t t

t

t

cos ( ) cos( )
coslim lim lim

sin
lim

π → →→

→

π+ π+
= =

−π

−
= =−

0 0
4

0

2
2 4 2 2

4

12
2

1351 و 1نیزگ 1 f( )=2 توجهکنیدکه1  1

 x x

x x

xf x x  
x
xf x x
x

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

+ +

− −

→ →

→ →

−= − = − =
−
−= + = + =
−

2 2

2 2

2 2 1 1
2
2 2 1 3
2



فقطپیوستگیراستدارد. x=2 بنابراینتابعدر



)13(

1361 چونتابعدرنقطۀ3پیوستهاست،حدهایچپوراست 1نیزگ 1  4
تابعدرایننقطهباهمبرابرند:

 x x

x x

f x ax a

f x x a a

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

− −

+ +

→ →

→ →

= − = −

= + = +

2

3 3

3 3

16 16 9

2 6


.بهاینترتیب a=1ودرنتیجه a a− = +16 9 6 بنابراین


x x

f x
x x

( )
+ ≥= − <

2
2 1 3
16 3



.
x x

f x xlim ( ) lim( )
→ →

= − = − =2 2
1 1

16 16 1 15 درنتیجه

1371 بای�دمخرجهیچج�اصفرنش�ود،درنتیجهبای�ددلتای 1نیزگ 1  3
منفیباشد x mx m− + + =2 2 6 0 معادلۀ


m m m m

m m m m m

( ) ( ) ( )

( )( )

∆= − − + < ⇒ − + <

− − < ⇒ − + < ⇒− < <

2 2

2

2 4 6 0 4 4 6 0

6 0 3 2 0 2 3


 ،1،0و2ب�رایmروی بنابرای�نتاب�عfب�هازایچهارمق�دارصحیح1−
پیوستهاست.

1381  1نیزگ 1 y
x

[ ]= 1 عددیصحیحشود،تابع
x
1 درنقاطیکهمقدار  1

ناپیوستهاست.ایننقاطبهصورتزیرهستند:
 k k x
x k

      ,= ∈ ⇒ =1 1
 

 k k
k

< < ⇒ < < ⇒ ≤ ≤1 1 1 1 10 2 9
10

،( , )1 1
10

دربازۀ
یعنیدرهشتنقطهتابعناپیوستهاست.

1391 نزدیک 1نیزگ 1 −2 توج�هکنی�دکهوقتیxازس�متچپب�ه  1
ازسمتچپبهصفرنزدیکمیشود.بنابراین x+2 میشود،

x x( )
lim

−→ −
=−∞

+2

1
2

1401 4  1نیزگ 1


x x

x x x

x
x x

x
x x

 

[ ]
lim lim

[ ]
lim lim lim

+ +

− − −

+→ →

→ → →

− − −= = =−∞

−
= = =

0 0

0 0 0

1 1
0

0 0 0

1411 ،بنابرای�نب�رای 1نیزگ 1 x( ) +− →23 0 ،آنگاه x→3 اگ�ر  1
شود،بایدحدصورتکسرعددیمنفیشود: −∞ اینکهحاصلحد

x
ax a alim( )

→
+ < ⇒ + < ⇒ <−3

3
13 0 27 3 0
9

1421 برایاینکهنمودارتابعش�بیهشکلموردنظرشود،وقتی 1نیزگ 1  4
.فقطدرگزینۀ)4(، f x( )→−∞ ،باید x +→2 و x −→2

x x
f x f xlim ( ) lim ( )

− +→ →
= =−∞

2 2

1431 ،مقادیر 1نیزگ 1 x +→1 واگ�ر
x

xlim
+→

=2

1
1 توج�هکنیدکه  3

.
x

x
x

lim
+→

=+∞
−

2

1 1
مثبتان�دوب�هصف�رمی�لمیکنن�د.بنابرای�ن x−1

منفیان�دوبهصفر x−1مقادیر، x −→1 واگ�ر
x

xlim
−→

=2

1
1 همینط�ور

.بهاینترتیب،نم�ودارتابعfدر
x

x
x

lim
−→

=−∞
−

2

1 1
می�لمیکنن�د.بنابراین

بهشکلگزینۀ)3(است. x=1 همسایگینقطۀ

1441 ،پس 1نیزگ 1
x

+→1 1 ،آنگاه x −→1 توجهکنیدکهاگر  2

 xt t
x x

++= = + ⇒ →1 11 2 

.
x t

xf f t
x

lim ( ) lim ( )
− +→ →

+ = =+∞
1 2

1 پس

1451 .همچنی�ن 1نیزگ 1 xtan →−∞ ،آنگاه x ( )+π→
2

اگ�ر  2

. x(cos ) −− →4 1 0 ،ودرنتیجه xcos −→4 1 ،پس x ( )+→ π4 2 چون

.
x

x
x

 ( )

tanlim
cos+π→

=+∞
−

2
4 1

بنابراین

1461 وچونحدچپوحدراست 1نیزگ 1
x

xlim
→

=
2

2 توجهکنیدکه  2

ریش�ۀمضاعفمخرج x=2 اس�ت،باید +∞ براب�ر x=2 تاب�عدرنقط�ۀ

باشد.زیرافقطدراین x( )− 22 باش�د.بهعبارتدیگرمخرجبایدبهصورت
همعلامتخواهندبود.پس x=2 صورتمقادیرتابعدردوطرف

x ax b x x ax b x x a b  ( ) ,+ + = − ⇒ + + = − + ⇒ =− =2 2 2 22 2 2 4 4 2 4
. a b+ =2 پس

1471 ص�ورتومخرجکس�رراتجزیه،س�پسکس�رراس�اده 1نیزگ 1  2

و x=1پ�س. x x xf x
x x x x x

( )( )
( )

( )( )( ) ( )( )

− + += =
− − + − +

2 1 1
1 2 2 1 2

میکنی�م:

مجانبهایقائمنمودارتابعfهستند. x=−2

1481 درحالتیکهمخرجریشۀمضاعفدارد،نمودارتابعیک 1نیزگ 1  1
m m m m,∆= ⇒ − = ⇒ = =20 8 0 0 8 مجانبقائمدارد:

،تنهامجانب m=8 ودرحالت x=0 ،تنه�امجانبقائ�م m=0 درحال�ت

ریش�ۀمخرجباش�د،مخ�رجعامل x=3 اس�ت.همچنیناگر x=2 قائ�م

داردکهباصورتکس�رس�ادهمیشود.دراینصورتمخرجدرجۀاول x−3

استوتنهایکریشهدارد.درنتیجهنمودارتابعیکمجانبقائمدارد:
xm m m f x

x x x
      ( ) , ( )

( )( )
−− + = ⇒ = = =

− − −
2 3 12 3 3 0 9

3 2 3 2 3

، m مجان�بقائمنمودارتابعاس�ت.بنابراینبهازایس�همقدار x=3
2
پ�س

نمودارتابعfفقطیکمجانبقائمدارد.

1491 ریش�هندارد، 1نیزگ 1 xy
x

=
+1

و xy
x

=
+2 1

مخ�رجتواب�ع  3

، xy
x
−= 1 پسنموداراینتوابعمجانبقائمندارد.همچنینریشۀمخرجتابع

اس�تکهتابعدراطرافآنتعریفنش�دهاس�ت.پسنم�وداراینتابعنیز x=0

است: xy
x
−=

3 1 مجانبقائمنمودارتابع x=0 مجانبقائمندارد.

x  x  

x x
x x

      lim , lim
+ −→ →

− −=−∞ =+∞
3 3

0 0

1 1



 فصل اول: دست گرمی
)14(

1501 و 1نیزگ 1 x π=
4
عبارتانداز [ , ]π0 2 ریشههایمخرجدربازۀ  2

مجانبقائم x π=5
4
ریشۀصورتکسرنیست،پسخط x π=5

4
که x π=5

4

 x π=
4
ریش�ۀصورتنیزهست،ولیخط x π=

4
نمودارتابعاس�ت.بااینکه

مجانبقائمنمودارتابعاست،زیرا

x x x

x x

x x x
x x x  x  

x  

x  x  

   

  

lim lim lim
sin cos sin( ) ( )

( )
lim lim

( ) ( )

π π π→ → →

π π→ →

−π −π −π= =
− π π− −

π−
= = =+∞

π− π−

3 3 3

4 4 4
1

3 3 3

2
34 4

4 4 4

2 2
4 4

4
44

2 24 4
پسنمودارتابعfدومجانبقائمدارد.

1511 ضابطۀتابعراسادهترمیکنیم: 1نیزگ 1  3
x x x

x xf x
x x x

sin cos sin
sin( ) tan
cos cos cos

= = = =
+ 2

2
2 2 2

1 22
2 2

مجانبهایقائمنمودارتابعهستند. k( )∈  x k π= π+
2 2

بنابراینخطهای

مجانبهایقائمنموداراینتابعهستند. k( )∈  x k= π+π2 پسخطهای
1521 . 1نیزگ 1

x
f x

 

lim ( )
→ +∞

=2 ازرویشکلمعلوماستکه  2

1531 .بنابراین 1نیزگ 1
x

f x
 

lim ( )
+→

=+∞
1

ابتداتوجهکنیدکه  3

tx x
fof x f f x f t

 
  

lim ( )( ) lim ( ( )) lim ( )
+ + → +∞→ →

= = =
1 1

2

1541 اس�ت.همچنین 1نیزگ 1 x2 برابر x( )+ 21 بزرگتری�نجمل�ۀ  4

است.پس x3 برابر x( )− 31 و x( )+ 31 بزرگترینجملۀ


x x

x x x
x x x  

( )
lim lim

( ) ( )→ +∞ → +∞

+
= =

+ + −

2 3

3 3 3
2 1 2 1
1 1 2



1551  1نیزگ 1 x−3 و x+1مقادیر، x→−∞ توجهکنیدکهوقتی  4
بهترتیبمنفیومثبتاند.بنابراین

x x

x

a x x a x x
x ax x ax

a x a a
a x a 

| | ( )
lim lim

| |

( )
lim

( )

→−∞ →−∞

→ −∞

+ + − − − + −
=

− + − − + −

− + − − −= =
− − −

1 3 1 1 3 1
3 15 3 15

3 1 3
1 12 1

. a=5
3
،بنابراین a

a
− =
−

3 2
1

درنتیجه

1561 ب�رایآنک�هح�دم�وردنظ�ربراب�رصف�رش�ود،بای�د 1نیزگ 1  3
درجۀمخرجبیش�ترازدرجۀصورتباشد.مخرجازدرجۀاولاست،پسباید

ضریبجملاتدرجۀدوموسومدرصورتبرابرصفرباشند:


a a

b
a b a b

− = ⇒ = ⇒ =
− = ⇒ =

1 0 1
2

2 0 2


. a b+ =3 بنابراین

1571 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1


x xx x  

lim [ lim ] [ ]
→ −∞ → −∞

= ⇒ = =1 10 0 0 

،پس
x

[ ]=−1 ،بنابراین1
x

− < <11 0 ،آنگاه x→−∞ ازط�رفدیگر،اگ�ر

.بنابرای�نحاص�لعبارتموردنظ�ربرابر
x xx  

lim [ ] lim ( )
→ −∞ → −∞

= − =−1 1 1

است. −1

1581 مجانبافقینمودارتابعfاس�ت،پس 1نیزگ 1 y=2 چ�ونخط  2

.اکنونتوجهکنیدکه
x  

f xlim ( )
→+∞

=2 یا
x  

f xlim ( )
→−∞

=2


x  x  

ax ax a
a x a x a

lim lim
( ) ( )→+∞ →+∞

+ = =
− − − −

1
1 2 1 1



) x→−∞ )همینطوروقتیکه

 x=2 .بنابراین xf x
x

( ) +=
−

2 1
2
ودرنتیجه a=2 ،پ�س a

a
=

−
2

1
بنابرای�ن

مجانبقائمنمودارتابعfاست. x=2 ریشۀمخرجوخط

1591 چون 1نیزگ 1  4


x  x  x  

x xf x
x x x

lim ( ) lim lim
→+∞ →+∞ →+∞

= = =
+ +

2 2

2 2
2 2 2

1

مجانبافقیتابعfاست.برایپیداکردنمحلبرخوردنمودار y=2 پسخط

راحلکنیم: f x( )=2 تابعبامجانبافقیآن،بایدمعادلۀ

 x x x x x
x x

= ⇒ = + + ⇒ =−
+ +

2 2 2
2
2 2 2 2 2 2 1

1


)است. , )−1 2 ،پسنقطۀموردنظر f( )− =1 2 چون

1601  1نیزگ 1 xy
x
− +=
+

1
1
مجان�بافق�ینم�ودارتابع y=−1 خ�ط  1

اس�ت.ب�راییافت�نرفتارای�نتابعدراط�رافمجانبافق�یبای�دببینیموقتی
هستندیاکمترازآن: ،مقادیرتابعبیشتراز1− x→−∞ یاوقتی x→+∞

x yxxy  
x x x x y

( ) →+∞⇒ >−− + + − += = =− + ⇒
+ + + →−∞⇒ <−

11 21 21
1 1 1 1

بنابرایننمودارتابعfدراطرافمجانبافقیآنبهشکلگزینۀ)1(است.

1611 ابتداتابعرابهصورت 1نیزگ 1  1

 x x xf x
x x

( ) − + − += = +
− −

2

2 2
4 7 4 111

4 4


، x→+∞ مینویسیمتابتوانآنراراحتتربررسیکرد.پسوقتی

x  
f x f x      lim ( ) , ( )

→+∞
= <1 1

، x→−∞ ووقتی

x  

f x f x      lim ( ) , ( )
→−∞

= >1 1 

بنابرایننمودارتابعfدراطرافمجانبافقیآنبهشکلگزینۀ)1(است.
1621 برابر 1نیزگ 1 x=3 ش�یبخطمماسبرنمودارتابعfدرنقطۀ  3

اس�ت.پسش�یبخطعمودبراینخط،کههم�انخطمماسبر f ( )′ =3 2

. f ( )′ − =− 11
2
است.پس − 1

2
است،برابر x=−1 نمودارتابعدرنقطۀ



)15(

1631 و 1نیزگ 1 x a= شیبخطمماسبرنمودارتابعfدرنقطههای  4
مثبتاست. x d= منفیودرنقطۀ x b= صفر،درنقطۀ x c=

1641 ، 1نیزگ 1 x=1 باتوجهبهتعریفمشتقتابعfدرنقطۀ  2

  h h

f h f h f f
h h

( ) ( ) ( )
lim lim ( ) ( )
→ →

+ + + − ′= = = − =−
0 0

1 2 1 11 1 11 2 1
2 2 2 2

1651 رامینویسیم: 1نیزگ 1 x=5 تعریفمشتقتابعfدرنقطۀ  1

x x

x

f x f x x xf
x x

x x x x

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) lim lim

lim(( )( )( )( ))
→ →

→

− − − − −′ = =
− −

= − − − − = × × × =
5 5

5

5 1 2 5 05
5 5

1 2 3 4 4 3 2 1 24



1661  1نیزگ 1 f ( )′ 1 مقدار x=1 بااستفادهازتعریفمشتقدرنقطۀ  2
رابهدستمیآوریم:

x x

x

x x
x

f x ff
x x

x
x

( )cos ( )

tan( )( ) ( )
( ) lim lim

cos ( ) coslim
tan( ) tan

→ →

→

− π
−

π
−′ = =
− −
π π= = =−
π π

3

1 1
3 3

1

1 0

1 41
1 1

1

4 4



1671 مشتقپذیرباشد،آنگاه 1نیزگ 1 x0 میدانیماگرتابعfدرنقطۀ  2

.بنابراین
 h

f x mh f x nh
m n f x

h
( ) ( )

lim ( ) ( )
→

+ − +
′= −0 0

00

  h h

f h f h f h f h
h h

f f

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ( )) ( ) ( )

→ →

+ − − + − −
=

′ ′= − − =

0 0

2 2 2 2 2 2 2 21
3 3

1 42 2 2 2
3 3

1681 بااستفادهازتعریف،مشتقچپومشتقراستتابعfدر 1نیزگ 1  3
رابهدستمیآوریم: x=1 نقطۀ



x x

x x

x x

x x

x
f x f xf

x x
x x x
x x x

x
f x f xf

x x
x x x

x x x

| |
( ) ( )

( ) lim lim

( )( )
lim lim

( )( )

| |
( ) ( )

( ) lim lim

( )( ) ( )
lim lim

( )( )

+ +

+ +

− −

− −

+
→ →

→ →

−
→ →

→ →

−
−

− +′ = =
− −

− + += = =
+ − +

−
−

− +′ = =
− −

− − + − +
= = =−

+ − +

2

2

1 1

2 21 1
2

2

1 1

2 21 1

1 0
1 11

1 1
1 1 1 1
1 1 1

1 0
1 11

1 1
1 1 1 1
1 1 1



بهاندازۀ2واحدازمشتقچپ x=1درنقطۀfبنابراینمقدارمشتقراستتابع
تابعدرایننقطهبیشتراست.

1691 ،1و5پیوس�تهنیست،پسدر 1نیزگ 1 −3 تابعfدرنقطههای  3
و3مشتقچپو ایننقطههامش�تقپذیرنیس�ت.همینطور،درنقطههای1−
مشتقراستتابعfبرابرنیستند،پستابعfدرایننقطههامشتقپذیرنیست.
و4مش�تقپذیراس�ت.بنابراینتاب�عfدرپنجنقطۀ −2 تاب�عfدرنقطهه�ای

صحیحازدامنهاشمشتقپذیرنیست.

1701 .بنابراین 1نیزگ 1 g x f x
x

( ) ( )′= =
3 2
1

3
بنابرتعریفمشتق،  4

g( )= =
3 2
1 18

123 8


1711 بنابرقاعدۀتقسیم، 1نیزگ 1  3
f x g x g x f xf x

g g x

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

′ ′−′ =
2

.ازطرفدیگر، f g g ff
g g

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

′ ′− − − − −′ − =
−2

1 1 1 11
1

پس

f x x x f

ff x x

g x x g

gg x x

( ) ( )

( )( )

( ) ( )

( )( )

 = + − − =− ⇒ 
′ − =′ = + 

 = + − = ⇒ 
′ − =−′ = 

3

2

4

3

1 1 3

1 43 1

1 1 2

1 44

. f
g

( )( )
( ) ( )

( )

× − − −′ − = =−
2

4 2 4 31 1
2

بنابراین

1721 ابتداضابطۀتابعرابهکمکاتحادمزدوجسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  1
f x x x x x x x x

x x x x

( ) ( )( )( ) ( )( )

( )

= − + + = − +

= − = −

2 2 4 4 4

8 9

1 1 1 1 1

1

. f ( ) ( )′ = − =8
4 4
1 19 1 0
3 3

.پس f x x( )′ = −89 بنابراین1

1731 دراطرافنقطۀ 1نیزگ 1 x x− 24 توجهکنیدکهمق�دارعبارت  2
منفیاست. x=−2 همدراطراف x+1منفیاستومقدارعبارت x=−2

پسدراطرافایننقطه

 f x x x x x x

f x x f

( )

( ) ( )

= − − − = − −

′ ′= − ⇒ − =−

2 24 1 5 1

2 5 2 9

مق�دارعبارتهای x=5 همچنی�نتوج�هکنی�دکهدریکهمس�ایگینقط�ۀ
بهترتیبمنفیومثبتاست.پسدراطرافایننقطه x+1و x x− 24

 f x x x x x x f x x f( ) ( ) ( )′ ′= − + + = − + ⇒ = − ⇒ =2 24 1 3 1 2 3 5 7

. f f( ) ( )′ ′+ − =−5 2 2 درنتیجه
1741 توجهکنیدکهبنابرقاعدۀتقسیم، 1نیزگ 1  3



x x x x x x xf x
x x x

x x x x x x x

x x x
x x x x x x x x x x

x x x

(sin cos sin )( cos sin )
( )

( cos sin )

(cos sin cos )( sin cos )

( cos sin )

cos ( cos sin ) sin ( sin cos )

( cos sin )

+ − −′ =
−

− − +
−

−

− + +
=

−

2

2

2

. f ( )
( )

π
π π′ = =

−

2
2

2
4

2 41
بنابراین

1751 عاملصفرکنندهاست، 1نیزگ 1 xsin ،عبارت x=π درنقطۀ  3
حس�ابکنیمودربقیۀ x=π بنابراینکافیاس�تفقطمش�تقآنرادرنقطۀ

عبارتضربکنیم:
f ( ) cos( ) cos ( ) cos ( )′ π = π × π = π =−8 9 1

1761 ،بنابراین 1نیزگ 1 n ng ng g( ) −′ ′= 1 توجهکنیدکه  2

f x x x x x x x( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )−′ ′= + + = + = +2 2 4 1 2 3 2 34 2 3 2 3 4 4 2 3 16 2 3

. f ( ) ( )( ( ) )′ − = − − + =− ×2 3 31 16 1 2 1 3 16 5 بنابراین



 فصل اول: دست گرمی
)16(

1771 ،بنابراین 1نیزگ 1 gg
g

( )
′

′=
2

توجهکنیدکه  3

 xf x f
x

( ) ( ) ×′ ′= ⇒ = =
+

2

3
3 3 42 2

2 92 1


1781 بنابرقاعدۀتقسیم، 1نیزگ 1  1
x x x x x xf x

x

( )( ) ( )( )
( )

( )

− + − + − +′ =
+

2 2 3 2

4
9 4 1 2 1 3 2 1

1

. f ( )′ =31
4
درنتیجه

1791  1نیزگ 1 f x x x( )− + = + −33 5 2 4 6 اگرازدوطرفتس�اوی  4
طبققاعدۀزنجیریمشتقبگیریمبهدستمیآید:


x

x f x x

f x x f f

( ) ( )

( ) ( ) ( )=

′ ′− + − + = +

′ ′ ′− − + = + →− = ⇒ =−

2

12

3 5 3 5 6 4

103 3 5 6 4 3 2 10 2
3



1801 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

 f x g f x g f x g f x( ) ( ( )) ( ( ( ))) ( ( ( )))′ ′ ′ ′= =1 12 2 2 2
2 2



رابهدس�تمیآوریمومش�تقآنرا y g f x( ( ))=1 2
2

بنابرای�نضابط�ۀتابع

حسابمیکنیم:

y g f x g x x x x( ( )) ( ) ( )= = + = − + = − =−333 3 31 1 1 12 8 1 1 8 1 8
2 2 2 2

. y′=−1درنتیجه

1811 .بنابراین 1نیزگ 1 g g g( )′ ′=2 2 توجهکنیدکه  2

 f x x x x x( ) (tan ) (tan ) ( tan )(tan )′ ′= = + 22 2 1

f ( ) ( )( )π′ = + =2 1 3 3 8 3
3

درنتیجه

1821 .بنابراین 1نیزگ 1 n ng ng g( ) −′ ′= 1 توجهکنیدکه  1

f x x x x x x

x x x x x x

( ) (sin ) sin ( ) cos sin

( )cos sin sin cos

′ ′ ′= = ×

= × =

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

3 3

3 2 6

f ( )π π′ = × × × = π1 2 36 2
2 2 2 2 4

درنتیجه

1831 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3


x x

f x
x x

( )
− <′ = + >
2

2 1 1
3 2 1



. f f( ) ( )′ ′− + =− + =1 2 3 14 بنابراین11

1841 شرطلازمبرایمشتقپذیری،پیوستگیاست: 1نیزگ 1  4


x x
f f x f x a b a b( ) lim ( ) lim ( )

+ −→ →
= = ⇒ + = + ⇒ − =−

1 1
1 2 1 2 2 1

همچنینبایدمشتقچپومشتقراستتابعباهمبرابرباشند:



ax x
f x a b a b

x b x

aa b
a b

ba b
  

( )
+ >′ = ⇒ + = + ⇒ − =
+ <

=− =− ⇒ ⇒ + = 
=− =  

2
2 2 1

2 2 3 2 2 2 1
3 2 1

22 1 7
3 22 2 1
2

1851 نمودارتابعfبهصورتزیررسممیشود: 1نیزگ 1  4

نمودارتابعنقطۀگوش�هایداردوتابعدر x=−2 و x=2 ، x=0 درنق�اط
. fD  { , }′ = − ±0 2 ایننقاطمشتقندارد.پس

1861 مش�تقپذیرنیس�ت،پس 1نیزگ 1 x=3 چ�ونتاب�عfدرنقطۀ  3
 a a+ − = ⇒ =9 3 12 0 1 صفراست: x=3 بهازای x ax+ −2 12 مقدار
علام�تعب�ارت −2 .درنزدیک�ینقط�ۀ f x x x( ) | |= + −2 12 بنابرای�ن

منفیاست،بنابراین x x+ −2 12
f x x x f x x f( ) ( ) ( ) ( )′ ′=− + − ⇒ =− − ⇒ − =2 12 2 1 2 3 

1871 باش�د.ش�یب 1نیزگ 1 x y( , )0 0 ف�رضکنی�دنقطۀموردنظر  2
اس�ت،کهچونخط f x( )′ 0 خ�طمماسبرنمودارتابعfدرایننقطهبرابربا

.اکنونتوجهکنیدکه f x( )′ =0 0 مماسموازیمحورxاست،پس


f x x x x

f x x x

( ) ( )

( ) ( )

′ = − + = −

′ = ⇒ − = ⇒ =

2 2

2
0 0 0

3 6 3 3 1

0 3 1 0 1


. y f x f( ) ( )= = =−0 0 1 بنابراین1

1881 است: 1نیزگ 1 f ( )′ −2 شیبخطمماسموردنظربرابر  3

 xf x f x f
x x

( ) ( ) ( )
( )

′ ′= ⇒ = ⇒ − =
+ + 2

2 2 2 2
1 1



)میگذرد. , )−2 4 ،پ�سخ�طمم�اسازنقط�ۀ f( )− =2 4 ازط�رفدیگ�ر
بنابراینمعادلۀخطمماسبهصورتزیراست:

 y x y x( )− = + ⇒ = +4 2 2 2 8 

1891 برنمودار 1نیزگ 1 x y( , )0 0 فرضکنیدخطموردنظردرنقطۀ  4
تابع،کهس�همیاس�ت،مماسباش�د.دراینص�ورت،مقدارمش�تقfبهازای

است.بنابراین y x= +5 برابرباشیبخط x x= 0

 y x x x′= − ⇒ − = ⇒ =0 0
54 4 4 4 1
4


است،پس y x x= − +22 4 6 رویسهمی x y( , )0 0 چوننقطۀ

 y x x ( )= − + = × − × + =2 2
0 0 0

5 5 332 4 6 2 4 6
4 4 8



)میگذردوش�یبآن1اس�ت،پس , )5 33
4 8

بنابرای�نخ�طموردنظرازنقطۀ

است. y x− − =8 8 23 0 ،یعنی y  x  − = −33 5
8 4

معادلهاشبهصورت

1901 ف�رضمیکنیم.ش�یبخط 1نیزگ 1 a
a

( , )1 نقط�ۀتماسرا  2

 f x f a
x x a a

( ) ( )−′ ′= ⇒ =−1 1
2 2

مماسرابهدستمیآوریم:



)17(

اس�ت. y  x a
a a a

( )− =− −1 1
2

بنابرای�نمعادلۀخطمماسبهصورت

)رادرمعادلهجایگذاریمیکنیم: , )3 0 نقطۀ

  a a a a
a a a

( )−− = − ⇒ = − ⇒ =1 10 3 2 3 1
2



اس�ت.درنتیج�ه y x=− +1 3
2 2

بنابرای�نمعادل�ۀخ�طمم�اسبهص�ورت

است. 3
2
عرضازمبدأخطمماسبرابر

1911 مقداردوآهنگتغییرراحسابمیکنیم: 1نیزگ 1  2



f f A

f f

 
A

  ½â pIM nj ôw¼T¶ oÃÃûU ª¹ÀA

 â½pIM nj ôw¼T¶ oÃÃûU ª¹ÀA

( ) ( )
[ , ]

( / ) ( )
[ , / ]

/
/

/ /
/

−−
= = =− =

−
−

=
−

−− −
= = = =− =

×

1

2

1 14 1 121 4
4 1 3 6

4 41 44 4 41
4 41 4

1 1 2 2 1 1
502 1 2 4 2 42

0 41 41 41 41 21
100 100

.
A
A

/
−

× ×= = = = =
× ×−

×

1

2

1
41 21 41 7 2876 2 87

50 6 50 2 50 100
41 21

بنابراین

1921 حسابمیکنیم: 1نیزگ 1  [ , ]1 2 مقدارآهنگتغییرمتوسطرادربازۀ  1
f f

ˆw¼T¶ oÃÃ™U#ª¹ÀA

( ) ( ) ( )− − −
= = =

−
2 1 1 1 2
2 1 1



ازطرفدیگر،آهنگتغییرلحظهایدرنقطۀموردنظرهمانمشتقتابعدراین
نقطهاستکهبایدبرابر2باشد.پس

 f x x x   x
x x

(.¡.¡.ù)( ) ,′ = + = ⇒ = ⇒ = ⇒ =− =2
2 2

2 21 2 1 2 2 2

1931 آهنگتغییرلحظهایتابعهمانمش�تقآناس�ت.پس 1نیزگ 1  3
.بیشترینمقدارتابع f x x x( )′ =− + −23 6 6 مش�تقتابعfراپیدامیکنیم:

است،پسبیشترینمقدار
a
∆−
4

برابر a y ax bx c( )< = + +20 درجۀدوم

. ( )( )

( )

− − −
− =−

−
36 4 3 6 3

4 3
آهنگتغییرلحظهایبرابراستبا

1941 مشتقاولودومتابعراحسابمیکنیم: 1نیزگ 1  4
 f x ax b f x a( ) ( )′ ′′= + ⇒ =2 2 

بنابراین

f a a

f a b b

( )

( )

′′ =− ⇒ =− ⇒ =−

′ =− ⇒ + =− ⇒ =

2 2 2 2 1

2 2 4 2 2
. a b− =−3 درنتیجه

1951 مشتقدومتابعfرابهدستمیآوریم: 1نیزگ 1  3
 f x x x f x x( ) ( )′ ′′= + − ⇒ = +26 6 2 12 6 

 f a a a( )′′ = ⇒ + = ⇒ =− 10 12 6 0
2

بنابراین

1961 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  2

 f x  f x f
x x

( ) ( ) ( )′ ′′ ′′= − ⇒ = ⇒ − =−
2 3

1 21 1 2 

1971 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3

 f x x f x x f( ) cos ( ) sin ( ) ( )π′ ′′ ′′= ⇒ =− ⇒ =− =−12 2 4 2 4 2
12 2



1981 .بنابراین 1نیزگ 1 f x x( ) sin= −1 2 توجهکنیدکه  4
f x x f x x x( ) cos ( ) ( sin ) sin′ ′′=− ⇒ =− − =2 2 2 2 2 4 2 

1991 ازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم: 1نیزگ 1  2

x  x  
x x x x
x x x x

lim lim
→− →−

− + − += = =−
−+ − +

3 2 2

3 2 21 1
2 3 5 6 6 6 6 4

3 63 2 3 6
2001 ازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم: 1نیزگ 1  3

x x
x x x

xx x
lim lim
→ →

− −
− ×= = =

− −− +23 3

3 31 1
3 12 3 2 3

2 7 6 7 27 12
2011 ازقاعدۀهوپیتالاستفادهمیکنیم: 1نیزگ 1  4


h

h

f h f hL
h

f h f h f f

( ) ( )
lim

( ) ( )
lim ( ) ( )

+

+

→

+ −
→

+ − −
=

′ ′+ + − ′ ′= = +

0

0

1 1

1 1 1 1
1

.
x x

f x
x x

( )
 >′ =

<

2

3

3 1

4 1
اکنونتابعمشتقراپیدامیکنیم:

. L= + =3 4 7 ،بنابراین f ( )−′ =1 4 و f ( )+′ =1 3 واضحاستکه

2021 بنابرقاعدۀهوپیتال، 1نیزگ 1  3

x  x  

x x x x
x

sin cos cos sinlim lim
π π→ →

+
− += = =
−π

4 4

2 2
22 2

4 4 4 4

2031 ، 1نیزگ 1 f x( )′ =0 ک�ه نقاط�ی و  f x( )′ ≥0 اگ�ر میدانی�م  3
)نمودار , ]−∞ 3 تش�کیلیکبازهندهندتابعاکیداًصعودیاس�ت.رویبازۀ

 x=3 و x=1 تابعمشتقبالایمحورxیامماسبرآناستوفقطدرنقطۀ
)اکیداًصعودیاس�ت. , ]−∞ 3 مش�تقبرابرصفراس�ت.پستابعرویبازۀ

بنابراینبیشترینمقدارممکنaبرابر3است.

2041 ،پس 1نیزگ 1 f x x( )′ = −2 1 توجهکنیدکه  1

 f x x x       xIÄ( )′ ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤− ≥20 1 0 1 1 
اکیداًصعودیاست،پس  [ , )+∞1 )و , ]−∞ −1 بنابراینتابعfرویبازههای

اکیداًصعودینیست.  ( , )−1 2 رویبازۀ

2051 . 1نیزگ 1 f x x x x x( ) ( )′ =− + = − +23 2 3 2 توج�هکنیدکه  2
بنابراین


x

f x( )

−∞ +∞

′ − + −

20
3

0 0


)اکی�داًصعودیاس�ت.بنابراینبیش�ترین , )20
3

درنتیج�هتاب�عfرویب�ازۀ

است. 2
3
مقدارممکنaبرابر



 فصل اول: دست گرمی
)18(

2061 مشتقتابعراپیدامیکنیم: 1نیزگ 1  4
 f x x mx x f x x mx( ) ( )′=− + − + ⇒ =− + −3 2 212 1 3 2 12

. x mx− + − ≤23 2 12 0 ،درنتیجه f x( )′ ≤0 بایدمشتقتابعنامثبتباشد،یعنی
برایاینکهایننابرابریهموارهدرستباشد،باید

m m m∆≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 20 4 144 0 36 6 6
باش�د،تابع   { , , , , , , }± ± ± ± ± ±0 1 2 3 4 5 6 بنابرای�ناگ�رmعضومجموعۀ

اکیداًنزولیاست.

2071 .ازطرفدیگر، 1نیزگ 1 xf x
x

sin( )
cos

′ =
2

2 2
2

توجهکنیدکه  2

x x x

x x x

x x x

x x x

( , ) ( , ) sin

( , ) ( , ) sin

( , ) ( , ) sin

( , ) ( , ) sin

π∈ π ⇒ ∈ π π ⇒ >

π π π π∈ − − ⇒ ∈ − − ⇒ <

π π π∈ ⇒ ∈ π ⇒ >

π π π π∈ − − ⇒ ∈ − − ⇒ >

3 2 2 3 2 0
2

2 2 0
4 6 2 3

2 2 0
6 2 3

5 7 5 72 2 0
8 12 4 6

)اکیداًنزولیاست. , )π π− −
4 6

فقطرویبازۀ f ′ بنابراین

2081 مشتقپذیراستو 1نیزگ 1 درتمامنقاط f تابع  2

f x x x x x( ) ,′ =− + = ⇒ = =26 6 0 0 1

است. 2 نقاطبحرانیتابعfهستندکهفاصلۀآنهابرابر  ( , )1 1 )و , )0 0 پس

2091 ابتداتابعرابهصورتچندضابطهایمینویس�یم،سپس 1نیزگ 1  1
مشتقتابعراپیدامیکنیم:

x x x x x
f x f x

x xx x x
( ) ( )

 + − ≥− − >− ′= ⇒ = 
− − <−− − − <− 

2

2

2 4 2 2 2 2

2 2 22 4 2

نقطۀبحرانیتابعاست. −2 مشتقندارد،پسنقطۀبهطول x=−2 تابعدرنقطۀ
ازطرفدیگر،

x x
f x

x x

                      

   (.¡.¡.ù)

( )
− = ⇒ =′ = ⇒
− − = ⇒ =−

2 2 0 1
0

2 2 0 1

بنابرای�ننقط�ۀب�هط�ول1نقط�ۀبحران�یتاب�عاس�ت.مجم�وععرضه�ای
. f f( ) ( )− + =− + =2 1 4 5 1 نقاطبحرانیبرابراستبا

2101 ریش�ههایصورتومخرجتابعمشتقاگردردامنۀتابع 1نیزگ 1  3
باشند،طولنقاطبحرانیهستند.

x x x xf x x x
x x x

( )
( )

− + − −′ = + = =
2 2 2 23
3 3 32 2 2

4 6 4 7 42
3 3 3

مشخصاستکهصورتکسردوریشهومخرجآنیکریشهداردکههمگیدر
است(،بنابراینتابعfسهنقطۀبحرانیدارد. دامنۀتابعهستند)دامنۀتابع

2111 و 1نیزگ 1 fD  [ , ]= 1 3 توجهکنیدکه  3

 f x
x x

( )′ = −
− −

1 1
2 1 2 3

مشتقپذیرنیست.ازطرفدیگر x=3 و x=1 تابعfدرنقاط
 f x x x x x x( )′ = ⇒ − = − ⇒ − = − ⇒ =0 1 3 1 3 2 

استکهدارایسهعضواست.   { , , }1 2 3 پسمجموعۀطولنقاطبحرانیتابع

2121  1نیزگ 1 x π=3
2

و x π=
2
نمودارتابعfبهصورتزیراست.در  3

تابعfمشتقندارد)نقطۀگوشهای(. x=π مشتقتابعfبرابرصفراستودر
)دارد. , )π0 2 سهنقطۀبحرانیدربازۀ f پستابع

2131 و2مینیممنسبیدارد.مجموع 1نیزگ 1 درنقطههای1− f تابع  2
اینعددهابرابر1است.

2141 بهص�ورتزیراس�ت. 1نیزگ 1 f x( )′ ج�دولتعیی�نعلام�ت  3
دارد. x=−2 بنابراینتابعfفقطیکنقطۀمینیممنسبیدر


x

f x( )

−∞ − +∞

′ − + +

2 2

0 0


2151 . 1نیزگ 1 f x x x x x( ) ( )′ = − = −3 2 28 3 8 3 ابتداتوجهکنیدکه  2

بنابراینجدولتغییراتتابعfبهصورتزیراست:



x

f x

f x

ÂLvº

min

( )

( )

−∞ +∞

′ − − +

30
8

0 0

  


بنابراینتابعfفقطیکنقطۀاکسترممنسبیدارد.

2161 بهشکل 1نیزگ 1 f نمودارتابع  1
ماکزیمم x=0 مقابلاست.اینتابعدرنقطۀ
مینیممنسبیدارد. x=1 نسبیودرنقطۀ

2171 بهص�ورتزی�راس�توتاب�عدرنقاط 1نیزگ 1 f نم�ودارتاب�ع  3

مینیممنسبیدارد. x=π ماکزیممنسبیداردودرنقطۀ x π=3
2

و x π=
2

2182 توجهکنیدکهن2زگ -28  2

f x x

f x x x

( ) cos

( ) cos ,

′ = −

π π′ = ⇒ = ⇒ =

1 2

1 50
2 3 3



x

f x( )

π π π

′ − + −

50 2
3 3
0 0

اکسترممنسبیدارد. x π=5
3

و x π=
3
بنابراینتابعfدرنقاط

2191 .بنابراین 1نیزگ 1 f x x( )′ = −4 8 ابتداتوجهکنیدکه  4
 f x x( )′ = ⇒ =0 2 

.پسمقدار f( )=5 11 و f( )=−2 7 ، f( )=0 اکن�ونتوج�هکنیدکهچ�ون1

واختلافآنها −7 ماکزیمممطلقومینیمممطلقتابعfبهترتیببرابر11و
است. ( )− − =11 7 18 برابر



)19(

2201 نمودارتابعfبهصورت 1نیزگ 1  3
مقابلاس�ت.حداکث�رمقدارتاب�عبرابر3و
اس�تواختلاف −2 حداقلمقدارآنبرابر

ایندومقداربرابر5است.

2211 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1


x x x xf x       x

x x

f x x x x   .¡.¡.ù

( )
( ) ,

( ) ( )

( ) , ( )

+ − −′ = = >
+ +

′ = ⇒ − = ⇒ = =−

2 2

2 2 2 2

2

1 2 1 0
1 1

0 1 0 1 1

.بنابراین
x  

f xlim ( )
→+∞

=0 و
x  

f xlim ( )
+→

=
0

0 ، f( )=11
2
ازط�رفدیگ�ر،

. f( )=11
2
ماکزیمممطلقتابعfبرابراستبا

2221 نقاطبحرانیتابعراپیدامیکنیم: 1نیزگ 1  2
f x x x x x x

x x
x x

x x x

              

( ) sin cos sin cos cos

cos
cos ( sin )

sin ,

′ =− + = ⇒− + =

π = ⇒ =− = ⇒
π π = ⇒ = =



2 2 2 0 4 2 0

0
22 1 2 0

1 5
2 6 6

اکنونمقادیرتابعدرنقاطزیرراحسابمیکنیم:

f f f f f                        ( ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( )π π π= = = = π =3 5 31 0 1 1
2 6 2 6 2

است. 3
2
درنتیجهبیشترینمقدارتابعبرابر

2231 ،پس 1نیزگ 1 y x a= −2 چون  3
A x xy x x a x ax

aA x x a x

( ) ( )

( )

= = − = −

′ = ⇒ − = ⇒ =

22 2

0 4 0
4

. a a aa( ) − × =−
222

4 4 8
بنابراینکمترینمقدارxyبرابراستبا

2241 ط�ولاض�لاعقائم�ۀمثل�ثراaوbف�رضمیکنی�م. 1نیزگ 1  1

Sرابهدستآوریم.توجه ab=1
2

میخواهیمبیش�ترینمقدارمس�احت،یعنی

،درنتیجه b a= − 216 .پس a b+ =2 2 16 کنیدکه


S a a a

aS a a  S a a
a

( )

( ) ( )

= −

′ ′= − − ⇒ = ⇒ =
−

2

22
2

1 16
2
1 16 0 2 2
2 2 16



. ( ) =1 2 2 8 4
2

بنابراینبیشترینمقدارSبرابراستبا

2251 راروینموداردرنظ�رمیگیریم.پس 1نیزگ 1 B x y( , ) نقط�ۀ  4
.بنابراین y x= +2 9

d x AB x y x x x x

xd x d x x
x x

      

( ) ( ) ( ) ( )

( ) , ( )

= = − + − = − + + = − +

−′ ′= = ⇒ =
− +

2 2 2 2

2

4 0 4 2 9 6 25

2 6 0 3
2 6 25

بهدستمیآیدوبرابراستبا4. x=3 بنابراینکمترینمقدارdبهازای

2261 توجهکنیدکهمساحتمستطیلABCDبرابراستبا 1نیزگ 1  4
 f x x x( ) ( )( )= − −3 1 1 2 .بنابراینبایدبیشترینمقدارتابع x x( )( )− −3 1 1 2

راپیداکنیم.توجهکنیدکه
f x x x x

f x x x

( ) ( ) ( )( )

( )

′ = − + − − =− +

′ = ⇒− + = ⇒ =

3 1 2 3 1 2 12 5

50 12 5 0
12

 x= 5
12

بنابراینتابعfفقطیکنقطۀبحرانیداردوبیشترینمقدارآنبهازای

.درنتیجهبیش�ترینمقدارمس�احت 1
24

بهدس�تمیآی�د،کهبرابراس�تبا

است. 1
24

مستطیلABCDبرابر

2271 نم�ودارتابعرارس�ممیکنیم.جهتتقعرنم�ودارتابعf 1نیزگ 1  2
روب�هپایی�نورویب�ازۀ  ( , )0 2 روب�هب�الا،رویب�ازۀ  ( , )−∞ 0 رویب�ازۀ
)روبهبالاست.پسدوبارجهتتقعرنمودارتابعfتغییرکردهاست. , )+∞2

2281 مشتقدومتابعراپیدامیکنیم: 1نیزگ 1  2
f x x x x f x x x f x x( ) ( ) ( )′ ′′= − + − ⇒ = − + ⇒ = −4 2 3 26 1 4 12 1 12 12

ب�رایاینکهجهتتقعرنمودارتابعروبهپایینباش�د،بایدعلامتمش�تقدوم
تابعمنفیباشد:

x x x− < ⇒ < ⇒− < <2 212 12 0 1 1 1
روبهپاییناس�ت.پس  ( , )−1 1 بنابرای�نجه�تتقعرنمودارتاب�عfرویبازۀ

. ( )− − =1 1 2 برابراستبا b a− بیشترینمقدار

2291 مشتقدومتابعراپیداوتعیینعلامتمیکنیم: 1نیزگ 1  2
x x xxf x f x

x x

x
x

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

− + + +−′ ′′= ⇒ =
+ +

−=
+

2 2 2 2

2 2 2 4

2

2 3

2 12 8 122
12 12

6 24
12

f x x( )′′ = ⇒ =±0 2 پس

روبهپاییناس�ت.پس  ( , )−2 2 باتوجهبهجدولزیر،جهتتقعرfرویبازۀ

بیشترینمقدارaبرابر2است.


x

f x

 

( )

−∞ − +∞

′′ + − +

2 2

0 0


2301 نامنفیباشد.پس 1نیزگ 1 بایدمشتقدومتابعروی  1
f x x mx x

f x x mx x mx

( )

( ) ( )

′ = − +

′′ = − + = − + ≥

3 2

2 2

8 6 6

24 12 6 6 4 2 1 0

درنتیجهباید

m m m∆≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 20 4 16 0 4 2 2



 فصل اول: دست گرمی
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2311 مشتقدومتابعرابهدستمیآوریم: 1نیزگ 1  1
xf x x f x  

x x x

f x x x x

( ) ( )

( ) ( )

−′ ′′= + ⇒ = − =

′′ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

3

3 3

3 3 2

1 1 8 12 2
2 4 4

1 10 8 1
8 4

وصورت f x( )′′ رویبازۀموردنظرمثبتاست،علامت f x( )′′ چونمخرجکسر

،( , )1 1
4

ورویبازۀ f x( )′′ <0،  ( , )10
4

کس�ریکس�اناس�ت.بنابراینرویب�ازۀ

.پسجهتتقعرنمودارتابعfابتداروبهپایینوسپسروبهبالاست. f x( )′′ >0

2321 نمودارتوابعبهشکلزیراست: 1نیزگ 1  3

y x= 3 
نقطۀعطفدارد. x=0 در

y x= 3 
نقطۀعطفدارد. x=0 در

 y x|sin |= 

نقطۀعطفندارد.

 y xsin| |=

درتمامنقاطبرخوردبامحور
نقطۀ x=0 طولهابهجز

عطفدارد.

2331 مشتقدومتابعراتعیینعلامتمیکنیم: 1نیزگ 1  1
f x x x f x x x x x

f x x

( ) ( ) ( )

( ) ,

′ ′′= − ⇒ = − = −

′′ = ⇒ =

4 3 3 2 24 3 4 3

30 0
4



x

f x      

f      
þõø ¾á õ£º

( )

−∞ +∞

′′ − − +

∩ ∩ ∪

3
0 4
0 0 

تغییرعلامتمیدهدوتابعدرایننقطهمش�تقدارد، x=3
4
مش�تقدومدر

طولتنهانقطۀعطفنمودارتابعاست. x=3
4
یعنیخطمماسدارد.پس

2341 مشتقدومتابعراپیداوتعیینعلامتمیکنیم: 1نیزگ 1  1
x xx xf x f x f x

x x x

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

+− −′ ′′= ⇒ = ⇒ =
− − −

22

2 2 2 2 3
2 31

1 1 1


x

f x

f x
 þõø ¾â õ£º

 

( )

( )

−∞ − +∞

′′ − + − +

∩ ∪ ∩ ∪

1 0 1

0

تغییرمیکندولیفقطدرنقطۀ x=−1و x=1 ، x=0 جه�تتقعرنم�وداردر
خطمماسوجوددارد.پسنمودارتابعفقطیکنقطۀعطفدارد. x=0

ت
ن

ت
ن

2351 مشتقدومتابعراپیدامیکنیم: 1نیزگ 1  4
y x ax x y x ax x ax( )′ ′′= + + ⇒ = + + = + +3 2 2 24 3 12 12 6 12 6 2 2

برایاینکهنمودارتابعنقطۀعطفنداشتهباشد،بایدمشتقدومتغییرعلامت
نبایدریشۀسادهداشتهباشد.پس x ax+ + =22 2 0 ندهد،یعنیمعادلۀ

a a a∆≤ ⇒ − × × ≤ ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 20 4 2 2 0 16 4 4

2361 مشتقدومتابعراپیدامیکنیم: 1نیزگ 1  2
f x ax x b f x ax( ) ( )′ ′′= + + ⇒ = +23 2 6 2 

کهطولنقطۀعطفنمودارتابعاست،مقدارمشتقدومموجود x=1درنقطۀ
وبرابرصفراست.پس

f a a( )′′ = ⇒ + = ⇒ =− 11 0 6 2 0
3


ازطرفدیگرمختصاتنقطۀعطفدرمعادلۀتابعصدقمیکنند.پس

f b b b( ) ( ) ( )= ⇒− + + + = ⇒− + =− ⇒ =−3 21 1 21 1 1 1 1 1 1
3 3 3

2371 برمحورطولهامماسش�ده 1نیزگ 1 x=−1نم�وداردرنقط�ۀ  3
است.پسدرایننقطهمقدارتابعومقدارمشتقتابعهردوصفرهستند:

f x x ax bx f a b

f x x ax b f a b

a b    a
ab

a b b

( ) ( )

( ) ( )

= + + + ⇒ − =− + − + =

′ ′= + + ⇒ − = − + =

− =− =  ⇒ ⇒ = 
− + =− =  

3 2

2

2 1 1 2 0

3 2 1 3 2 0

1 4
20

2 3 5

2381 هس�تند. 1نیزگ 1 ay=
2
و x=−2 مجانبه�اینم�ودارتابع  3

اس�تکهمختصاتآندرمعادلۀخط a( , )−2
2

پسمحلبرخوردآنهانقطۀ

a a( )= − + ⇒ =−2 2 1 6
2

صدقمیکنند: y x= +2 1

2391 ) 1نیزگ 1 , )+∞2 استکهنبایددربازۀ x a= مجانبقائمتابع  3

.ازطرفدیگر،مش�تقتابعبایدمنفیباش�دتاتابعاکیداً a≤2 قراربگیرد.پس
a af x a a
x a

( )
( )

− − −′ = < ⇒− − < ⇒ >−
− 2

2 3 0 3 3 0 1 نزولیباشد:

.اینتابع f x( )=2 ،آنگاه a=−1توجهکنیدکهاگر. a− < ≤1 2 بنابرای�ن
نزولیاستولیاکیداًنزولینیست.

2401 . 1نیزگ 1 b=1پس، bf( )=0
2
،چ�ون f( )=10

2
طب�قنم�ودار  4

) x<0درقسمت( x .ازاینکهنموداربرمحور x axf x
x x

( ) + +=
+ +

2

2
1
2
درنتیجه

ریشۀمضاعفمنفیدارد: x ax+ + =2 1 0 مماساست،نتیجهمیگیریممعادلۀ

a a a a b
Âÿ¹¶ ¾â zÄn

∆= ⇒ = ⇒ =± → = ⇒ + =20 4 2 2 3

2411 نم�ودارتاب�عازمب�دأمختص�اتعبورکردهاس�ت،پس 1نیزگ 1  1
مجانبقائمنمودارتابعاس�تو x=1همچنین. a=0 ،درنتیج�ه f( )=0 0

ریشۀمضاعفمخرجاست.بنابراین، x=1 ،پس
x

f xlim ( )
→

=+∞
1

چون

x bx c x x x b   c( ) ,+ + = − = − + ⇒ =− =2 2 22 2 1 2 4 2 4 2

. f( )=2 ،درنتیجه1 xf x
x x

( )=
− +22 4 2

پس



)21(

2421 مجانبافق�ینمودارتابعاس�ت،پسدرجۀ 1نیزگ 1 y=0 خ�ط  1
bxa f x
x

( ) += ⇒ =
+2
10
1

صورتبایدکمترازدرجۀمخرجباشد.بنابراین

ماکزیممنسبیداردومشتقآندرایننقطهصفراست: x=1
2
تابعدرنقطۀ

b x x bx bx x bf x
x x

bf  b b

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

+ − + − − +′ = =
+ +

′ = ⇒− − + = ⇒ =

2 2

2 2 2 2
1 2 1 2

1 1
1 40 1 0
2 4 3

2431 تعریفنش�دهاست.پساین 1نیزگ 1 x=1و x=−1 تابعدر  1

حفره x=1 .در
b c b    
b c c

+ + = =  ⇒ − + = =−  

1 0 0
1 0 1 اعدادبایدریشۀمخرجباشند:

وجوددارد،پسبایدصورتکسرهمدرایننقطهصفرباشد:
 a a a b c+ − = ⇒ = ⇒ + + =1 2 0 1 0 

2441 تعریفنمیشود. 1نیزگ 1 f ′ ناپیوستهاست، f درنقطهایکه  2
بنامیم، x a= را f پ�سگزینۀ)4(نادرس�تاس�ت.اگرنقط�ۀناپیوس�تگی
رویاینبازهمنفیاست f ′ نزولیاست،پس a( , )−∞ رویبازۀ f نمودار

جهتتقعرنمودار a( , )−∞ وگزینۀ)1(نادرس�تاس�ت.درنقطهایازبازۀ

درایننقطهباید f ′ تغییرمیکند)ازروبهبالابهروبهپایین(،پسنمودار f
ازحالتصعودیبهحالتنزولیتغییرکند.پسگزینۀ)3(نادرستاست.

2451 ب�هکم�کش�کلزی�ر،مجموع�ۀدادهش�دهراس�ادهتر 1نیزگ 1  2
، −2 ، −3 ، −4 .بنابرایناعدادصحیح A [ , ] ( , ]= − −4 2 2 4 مینویسیم:

3و4درمجموعۀAقراردارند.

2461 عدد2بایددرنامساویهایزیرصدقکند: 1نیزگ 1  2
 a a  a a     ,≤ ⇒ ≤ < + ⇒ >−2 2 1 2 3 1

. a ( , ]∈ −1 1 ودرنتیجه a− < ≤1 بنابراین1

2471 .بنابراینبا 1نیزگ 1 a a
a a

< < <2
2 4

1 1 ،پس a− < <1 0 چون  4

 a a a
a a a

( , ) ( , ) ( , )=2 2
2 4 2

1 1 1
 توجهبهشکلزیر،

2481 درحالتزیراشتراکبازههاتهیخواهدبود: 1نیزگ 1  3

 a a a a− ≥ + ⇒ ≤ ⇒− ≤ ≤2 2 24 2 1 1 1 پس
a [ , ]∈ −1 1 یعنی

2491 ابتدامجموعۀAرابانوشتناعضایشمشخصمیکنیم. 1نیزگ 1  3

عددیصحیحش�ود،مقادی�رصحیحیکهxمیتواند
x
10 توج�هکنیدبرایآنکه

 , , ,± ± ± ±1 2 5 10 اختیارکند،شاملمقس�ومعلیههایصحیحعدد10یعنی

.درنتیجهAمجموعهایمتناهی A { , , , }= ± ± ± ±1 2 5 10 اس�ت.بنابراین

اس�ت.ازطرفیمجموعۀBش�املاعدادصحیحیاس�تکهمعکوسش�اناز1
بزرگترند.میدانیممعکوسهمۀعددهایصحیح)بهجزصفر(،از1کوچکترند
پسمجموعۀBتهیاست.بنابراینمجموعۀBنیزمجموعهایمتناهیاست.

2501 اگرتعدادمحدودیازاعضایمجموعۀنامتناهیAراکه 1نیزگ 1  4
درمجموع�ۀمتناهیBنیزقراردارند،حذفکنیم،بازهممجموعهاینامتناهی

نامتناهیاست. A B− باقیمیماند.یعنی
بررسیسایرگزینههابهصورتزیراست:

 A B− .پ�س A B { }− = 0 ،آنگاه B= و A= گزین��ۀ )1(اگ�ر
متناهیاستولیAوBنامتناهیاند.

 A B− .پس A B { }− = − 1 ،آنگاه B { }= 1 و A= گزینۀ )2(اگر
نامتناهیاستولیBمتناهیاست.

.پسAمتناهیو A B− =∅ ،آنگاه B= و A { }= 1
2

گزین��ۀ )3(اگر

متناهیاست. A B− Bنامتناهیاستولی

2511 .بنابرای�ناعداد 1نیزگ 1 A ( , ]′= −2 2 ب�اتوجهبهش�کلزی�ر،  3
هستند،کهمجموعآنهابرابر2است. A′ ،صفر،1و2عضو −1 صحیح

2521 مجموع�ۀعلاقهمن�دانب�هفوتب�الراب�اAومجموع�ۀ 1نیزگ 1  3
، n A( )=30 علاقهمن�دانبهوالیبالراباBنش�انمیدهی�م.دراینصورت
.ازط�رفدیگ�ر40نفرحداقلبهیکیازدورش�تهعلاقهدارند. n B( )=35

.بنابراین n A B( )=40 پس


n A B n A n B n A B

n A B n A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + −

= + − ⇒ =40 30 35 25

 

 



پس25نفربههردورشتهعلاقهدارند.

2531 2  1نیزگ 1


n A B n A B n A B n B A

n A B n B A n A B n B A

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

− = − + −

− = − + − ⇒ − + − =20 4 16

 



2541 توجهکنیدکهدردوحالتزیرایندوبازهجداازهمهستند: 1نیزگ 1  1

a a− ≥ ⇒ ≥1 2 3

a a+ ≤− ⇒ ≤− 53 2 3
3

ودر a a− < +1 3 2 بازهباش�دباید a a [ , ]− +1 3 2 ازط�رفدیگربرایاینکه

.بنابراین a>− 3
2
نتیجه

 a ([ , ) ( , ]) ( , )∈ +∞ −∞ − − +∞5 33
3 2

  

،دوبازۀموردنظرجداازهمهستند. a≥3 اگر



 فصل اول: دست گرمی
)22(

2551 باتوج�هبهش�کلمقابل 1نیزگ 1  1
دو A B و B A− ، A B− مجموعهه�ای

بهدوجداازهمهستند.
2561 توجهکنیدکهدرش�کلاول،6دایرۀرنگیوجوددارد.در 1نیزگ 1  1

ش�کلدوم،4دایرۀرنگیبهدایرههایرنگیاولیهاضافهمیش�ود،درشکلسوم،
دای�رۀرنگ�یبهدایرهه�ایرنگیاولیهاضافهمیش�ود،…درش�کلnاُم، ×2 4
دایرۀرنگیبهدایرههایرنگیاولیهاضافهمیشود.بنابرایناگرتعداد n( )− ×1 4
 na n n( )= + − = +6 4 1 4 2 بگیریم، na دایرهه�ایرنگ�یدرش�کلnاُمرا

)توجهکنیدکهشکلnاُم،nدایرۀخاکستریدارد(.بنابراین
a = × + =20 4 20 2 82

2571 است،پس 1نیزگ 1 nt an b= + جملۀعمومیالگو  1


t a b
t a b
= + =  ⇒ = + =  

4

16

16 4 16
28 16 28 

.بنابراین b=12 و a=1ازحلدستگاهفوقبهدستمیآید
 nt n t= + ⇒ =212 14 

2581 مربعکوچکتشکیلشدهاست 1نیزگ 1 n( )+ 22 ش�کلnاُماز  2
مرب�عکوچ�کس�فیدواگ�رnفردباش�د، n( )+2 2 ک�هاگ�رnزوجباش�د،
مربعکوچکس�فیددرش�کلوج�وددارد.بنابرایندر n n( )+ − = +2 2 1 2 3

)مربعکوچکوجودداردکه40تایآنهاسفیدهستند. )220 ش�کلهجدهم،
پسدرشکلهجدهم360مربعکوچکرنگیوجوددارد.

2591  1نیزگ 1 n
n
− =
+

4 3 3
3

بای�دببینیمبهازایکداممقدارnتس�اوی  3

 n n n− = + ⇒ =4 3 3 9 12 برقرارمیشود.پس
بنابراینجملۀدوازدهمدنبالهبرابر3است.

2601 ،عدد 1نیزگ 1 24 ،عددآخردستۀدوم 22 عددآخردس�تۀاول  4
است.پسعدد n( )22 و…عددآخردس�تۀnاُمبرابر 26 آخردس�تۀس�وم

است.بنابراینعدداولدستۀیازدهم402است. 220 آخردستۀدهم

2611 بهدس�تمیآید. 1نیزگ 1 n na a −= −1 3 ازرابط�ۀدادهش�ده  4
باجملۀقبلیآنبهدستمیآید.پس −3 یعنیهرجملۀدنبالهازجمعکردن
داریمکهجملۀبیستمآن −4 وجملۀاول −3 یکدنبالۀحسابیباقدرنسبت

. a a d ( )= + =− + − =−20 1 19 4 19 3 برابراستبا61

2621 وقدرنسبتآنdباشد. 1نیزگ 1 a1،فرضکنیدجملۀاولایندنباله  1
دراینصورت


a a d a d

a a d a d

( ) ( )

( ) ( )

= ⇒ + − = ⇒ + =

= ⇒ + − = ⇒ + =
4 1 1

9 1 1

5 4 1 5 3 5 1

30 9 1 30 8 30 2


،پس d=5 25 اگ�رتس�اوی)1(راازتس�اوی)2(کمکنی�م،بهدس�تمیآید
.اکن�وناگ�راینمقدارdرادرتس�اوی)1(قراردهیم،بهدس�تمیآید d=5

.بنابراینجملۀعمومیدنبالۀحسابیموردنظر،برابراستبا a =−1 10

 na a n d n n( ) ( )( )= + − =− + − = −1 1 10 1 5 5 15

2631 ایناعداددنبالهایحس�ابیتشکیلمیدهندکهمتناهی 1نیزگ 1  2
بودهوقدرنس�بتآن7اس�ت.کوچکترینعددس�هرقمیکهبر7بخشپذیر
اس�ت،105وبزرگترینعددس�هرقمیکهبر7بخشپذیراست،994است.

استکهبرابراستبا128. − +994 105 1
7

پستعدادایناعداد

2641 است،پس 1نیزگ 1
x+

1
2
و

x
1 واسطۀحسابی 1

2
عدد  2

 x x
x x x x

( )
( )
+ += × + ⇒ =

+ +
1 1 1 1 21
2 2 2 2

x x x x x+ = + ⇒ = ⇒ =±2 22 2 2 2 2 درنتیجه
2651 .اکنونقدرنس�بتدنباله 1نیزگ 1 a a+ >2 1 ،پس a>0 چون  2

.اختلافکوچکترینوبزرگترین a a ad + − += =
+

2 1 1
4 1 5

رابهدستمیآوریم

عددهاییکهدرجکردهایمبرابر3dاستودرنتیجه
a a a a( )+

= ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
3 1 9 3 3 45 3 42 14

5



2661  1نیزگ 1 a d a a d, ,− + جم�لاتدنبال�ۀحس�ابیرابهصورت  3

.از a=7 ودرنتیجه a=3 21 درنظرمیگیریم.مجموعآنها3aاست.پس
طرفدیگر،


a d a a d d

d d d          IÄ  

( )( )( ) ( )

, , , ,

− + = ⇒ − =

− = ⇒ = ⇒ =± ⇒

2

2 2

168 7 49 168

49 24 25 5 2 7 12 12 7 2
پسنسبتبزرگترینعددبهکوچکترینعددبرابر6است.

2671 . 1نیزگ 1 r( )>0 فرضکنیدقدرنسبتایندنبالۀهندسیrباشد  3
دراینصورت


a a a a r a r

a a a r a r a r r

                 (1)

   (2)

( )

( )

+ = ⇒ + = ⇒ + =

+ = ⇒ + = ⇒ + =

4 4
1 5 1 1 1

2 6 2 4
3 7 1 1 1

30 30 1 30

120 120 1 120

؛پس r =2 4 اگرتس�اوی)2(رابرتس�اوی)1(تقس�یمکنیم،بهدس�تمیآید

. a =1
30
17

.بهاینترتیب،ازتساوی)1(نتیجهمیشود r =4 16

2681 پس 1نیزگ 1 + = + = +3 9 5 7 4 8 راه حل اولچون  2
 a a a a a a= =3 9 5 7 4 8 

. a a a a a a( )= =2
3 5 7 9 4 8 9 درنتیجه

راه حل دوم توجهکنیدکه
a a r      a a r a a a r,= = ⇒ = =3 7 2 10

4 1 8 1 4 8 1 3

a a a a a r a r a r a r a r a r( )= = = =2 4 6 8 4 20 2 10 2
3 5 7 9 1 1 1 1 1 1 9 پس

2691 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  1
 a a a a a a a a a( ) ( )= ⇒ = ⇒ =±8 8

1 2 8 1 8 1 8 1 881 3 

ازطرفدیگر،
 a a a a  a a a a     ,+ = + ⇒ = + = + ⇒ =2 7 1 8 4 5 1 82 7 1 8 4 5 1 8 

. a a a a a a a a a a( )( ) ( )= = =2
2 4 5 7 2 7 4 5 1 8 9 پس

2701 اگرجملۀاولدنبالۀحس�ابیaوقدرنس�بتآنdباشد، 1نیزگ 1  2
هستند.پس a d+8 و a d+3 ، a d+ جملاتدوم،چهارمونهمبهترتیب

استودرنتیجه a d+8 و a d+ واسطۀهندسی a d+3
a d a d a d a ad d a ad d

d ad d a

( ) ( )( )+ = + + ⇒ + + = + +

= ⇒ =

2 2 2 2 2

2

3 8 6 9 9 8

3 3
پسقدرنسبتدنبالۀحسابی3برابرجملۀاولآناست.



)23(

2711 ،بنابراین 1نیزگ 1 d=2 و a =−1 7 درایندنباله  4

S ( ( ) )= × − + × =10
10 2 7 9 2 20
2

2721 بنابرفرضمسئله، 1نیزگ 1  1

S a d a d( )= + = ⇒ + =15 1 1
15 2 14 300 7 20
2

. a a d= + =8 1 7 بنابراین20

2731 جملۀاولدنبالهبرابر9وقدرنسبتآن8است.بنابراین 1نیزگ 1  3
مجموعnجملۀنخستدنبالهبرابراستبا

 n n na n d n n n n( ( ) ) ( ( )) ( )+ − = × + − = + − = +2
12 1 2 9 8 1 18 8 8 4 5

2 2 2
nدرنتیجه n n n

n n n n (.¡.¡.ù)  ( )( ) ,

+ = ⇒ + − =

+ − = ⇒ =− =

2 24 5 636 4 5 636 0

534 53 12 0 12
4

بنابراینبایددوازدهجملۀنخستدنبالهراجمعکنیم.
2741 جملۀنخستبهدستمیآید 1نیزگ 1 n=1 باقراردادن  2

 a S= = − =1 1 5 4 1
مجموعجملههایاولودومبهدس�تمیآید،س�پسجملۀ n=2 باقراردادن

دومراحسابمیکنیم:
S a a a a= + = × − × = ⇒ = − = − =2

2 1 2 2 15 2 4 2 12 12 12 1 11
 d a a= − = − =2 1 11 1 10 بنابراین

2751 بنابرفرضمسئله، 1نیزگ 1  1



qS a q q
q

q q q q q q

q q q q q q 

( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ,

−
= = ⇒ − = −

−

− + + = − ⇒ + + =

+ − = ⇒ − + = ⇒ = =−

3
3

3 1

2 2

2

1 195 135 1 195 1
1

135 1 1 195 1 9 9 9 13

1 49 9 4 0 3 1 3 4 0
3 3

2761  1نیزگ 1 a =1
2
9
.درایندنباله

n

n
qS a
q
−

=
−1

1
1
توجهکنیدکه  3

.بنابراین
a

q
a

−
= = =−2

1

1
33

2 2
9

و


n

n
nS

( )
( ) ( )

− −
= ⇒ = × ⇒ − =− = −

− −

5
3 1

55 55 2 3 243 32
72 72 9 3 2 32 21

2
.یعنیبایدپنججملۀنخستدنبالۀموردنظرراباهمجمعکنیم n=5 بنابراین

شود. 55
72

تاحاصلبرابر

2771 بنابرفرضمسئله، 1نیزگ 1  1



qS a a a q q
q

qS a a q q
q

( ) ( )

( ) ( ) ( )

−
= ⇒ = ⇒ − = −

−

−
= ⇒ = ⇒ − = −

−

5
5

5 1 1 1

15
15

15 1 1

15 5 1 5 1 1
1

1100 100 1 100 1 2
1

دوطرفتساوی)2(رابردوطرفتساوی)1(تقسیممیکنیم:


a q a q q qq

qq q

( ) ( )( )( )

( )

− − + +−
= ⇒ =

−− −

15 5 10 5
1 1

5 5
1 1 1100 1 20

5 11 1
. a a a+ + =1 6 11 20 ،بنابراین a q a q a+ + =10 5

1 1 1 20 پس

2781 .درنتیجه 1نیزگ 1 x x x| |= =−4 4 ،پس x<0 چون  2

x x x x x( )+ = + − =3 43 43 2 3 2 

2791 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

 b a a b a a b a a| | | |− = ⇒ − = ⇒ =6 6 0 0

نتیج�ه در . b=−1 ، a<0 اگ�ر و  b=1 ، a>0 اگ�ر بنابرای�ن

واگر a+1 کهاگرaمثبتباشدبرابربا a b a b a| | | | | |+ = + = +6 66 6 1

است. a−1 aمنفیباشد،برابربا

2801 میتواننوشت 1نیزگ 1  1
n

n n

n
n n

× × × × × × × ×= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

34 3 4 2 24 3 4 2 4 2 2 3 4 2

1
16 8

2 8 2 8 2 2

12 2 2
16 8

2811 ودر 1نیزگ 1 a a<2 3 .بنابراین a>1نتیجهمیشود a a> از  3

پس >3 1
4 2

.همچنین a a<3 2 .یعنی a a<3 32 3 نتیجه

a a a a= > =
3 1

4 34 2

بنابرایننابرابریدادهشدهدرگزینۀ)3(نادرستاست.

2821 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3

 a a a( )= ⇒ = ⇒ =
3 3 5 5 5
5 5 3 3 316 16 16 

. a ( ) ( )
×

= = = = = =
3 5 3 5 3 5 5

4 54 3 4 3 4 4 416 16 16 2 2 32 بنابراین

2831 بااستفادهازنمایشاعدادبانمایگویابهدستمیآید 1نیزگ 1  3

  = × × = =
1 1 19 19

3 4 3 4 12 243 3 3 3 3 3 3 3 

. a=19
24

بنابراین

2841 .ازطرف 1نیزگ 1 a a
aa

( )+ = + −2 2
2

9 34 2 12 توج�هکنیدک�ه  3

.اگردوطرفاینتساویرادر2ضربکنیم،بهدست a
a

+ =3 4
2

دیگر،بنابرفرض

. − =28 12 52 .بنابراین،حاصلعبارتموردنظربرابراستبا a
a

+ =32 8 میآید

2851 میتواننوشت 1نیزگ 1  2


( )( ) ( )

( )( ) ( )

+ + + −÷ = ×
− − +−

+ − − −= = = = =
−− + −

2 2

2 2

3 2 2 6 2 5 3 2 2 3 2 2
3 2 2 6 2 5 6 2 56 2 5

3 2 2 3 2 2 3 2 2 9 8 1 1
36 20 16 46 2 5 6 2 5 6 2 5

2861 بنابراتحادمربعمجموعسهجمله، 1نیزگ 1  1
 a b c a b c ab bc ca( ) ( ) ( )− + = + + + − − +2 2 2 2 2 1 
 ab bc ca ab bc ca+ − = ⇒− − + =−8 8 ازطرفدیگر،

درنتیجه،ازتساوی)1(نتیجهمیشود
 a b c a b c= + + − ⇒ + + =2 2 2 2 2 236 16 52 



 فصل اول: دست گرمی
)24(

2871 و 1نیزگ 1 x x x x( )( )− − = − +21 2 3 2 ابت�داتوجهکنی�دکه  4

.بنابراین x x x x( )( )− + = − −24 1 3 4

 x x x x x x x x( )( )( )( ) ( )( )

( )( )

− − − + = − + − −

= + − =

2 21 2 4 1 3 2 3 4

7 2 7 4 27


2881 ابتداعبارتراسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  2

 A x x x x x x

x x x

( )= − + − − − + −

=− + + −

3 2 3 2

3 2

6 12 8 8 12 6 1

7 6 6 7


برابر6است. x2 بنابراینضریب

2891 ابتداعبارترابهکمکاتحادمزدوجواتحادچاقولاغر 1نیزگ 1  3
سادهمیکنیم:



A x x x x x x

x x x x x x

x x x x

( )( )( )( )

(( )( ))(( )( ))

( )( )

= − + + + − + +

= − + + + − + +

= − + + = − + =

2 2

2 2

3 3 6 6

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

. A ( )= =12 62 2 ونتیجهمیشود x=12 2 حالقرارمیدهیم

2901 میتواننوشت 1نیزگ 1  1



x y x y x x y y

x y x y x y

x y x y

( ) ( )

( ) ( ) ( ( ))( )

( )( )

− − − − = − + − + +

= − − + = − − + − + +

= − − + +

2 2 2 2

2 2

6 8 7 6 9 8 16

3 4 3 4 3 4

7 1



عاملعبارتموردنظراست. x y+ +1 بنابراین

2911 توجهکنیدکه 1نیزگ 1  3


x x x x x x x

x x x x

( )

( )( )

+ + = + + − = + −

= + − + +

4 2 4 2 2 2 2 2

2 2

3 4 4 4 2

2 2


عاملیازعبارتموردنظراست. x x− +2 2 بنابراین

2921 صورتکسراولبرابراستبا 1نیزگ 1  3
 y y y y y( ) ( )( )+ = + = + − +3 3 23 3 3 1 3 1 1 

بنابراینعبارتموردنظربرابراستبا
y y y x y x y

y x x y y

( )( ) ( )
( )

( )

+ − + −
× = +

− − +

2

2
3 1 1 3 1

1


2931 ب�اتوج�هبهاتح�ادجملۀمش�ترک،عبارتدادهش�دهرا 1نیزگ 1  3
سادهمیکنیم:

 a ab ac bc a a b c bc a b a c( ) ( )( )+ + + = + + + = + +2 2

.بنابراینحاصلعبارتموردنظر a c a b c b+ = + + − = + =3 2 5 توجهکنیدکه
. × =3 5 15 برابراستبا

2941 میتواننوشت 1نیزگ 1  2



a a a aa
a a a a a a

a a a a a
a a a a a

a  
a

( ) ( )(( ) )

( ) ( )

( )

− − + +− = =
− − −

+ += = + + = + +

= − + + = + =

2 3 2 2 2 26

4 2 2 2 2 2

4 2 4 2 2
2 2 2 2 2

22

1 1 11
1 1
1 1 1 1

1 2 1 5 3 8



2951 مخرجکسرراگویاکردهوعبارتراسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  1
( )( )

( )( )

+ ++ + + +− = − = −
−− − +

+= − = + − =

4 2 3 3 14 2 3 4 3 4 6 2 35 5 5
3 13 1 3 1 3 1

10 6 3 5 5 3 3 5 3 3
2

2961  1نیزگ 1 + +1 2 3 ص�ورتومخرجکس�ردادهش�دهرادر  3
ضربمیکنیم:



( )

( ) ( )

( ) ( )

+ ++ +× =
+ − + + + −

+ + + +
= =

2 2
4 1 2 34 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3
4 1 2 3 2 1 2 3

2 2 2
ضربمیکنیم: 2 اکنونصورتومخرجاینکسررادر

. ( )+ +
× = + +

2 1 2 3 2 2 2 6
2 2

2971 ابتدامخرجطرفچپتساویراگویامیکنیم: 1نیزگ 1  4

 ( )

+ + + += × =
− − + + −

+ += = + +

3 33 3

3 3 3 33 3

33 33

1 1 9 3 1 9 3 1
3 1 3 1 9 3 1 3 1

9 3 1 1 1 19 3
2 2 2 2



. a=1
2
بنابراین

2981 برابر 1نیزگ 1 x−2 بر P x( ) باقیماندۀتقس�یمچندجمل�های  1

. P( ) ( ) ( )= − + − + =5 3 22 2 4 2 3 2 2 1 11 استبا

2991 برابر 1نیزگ 1 x−1بر P x( ) باقیمان�دۀتقس�یمچندجمل�های  4
 x−1بر P x( ) .چونچندجمل�های P a a( )= − − =− −1 3 4 5 4 2 اس�تبا

بخشپذیراست،پساینباقیماندهصفراست،درنتیجه

 a a− − = ⇒ =− 14 2 0
2


3001 برابربا 1نیزگ 1 x+4 بر P x( ) باقیماندۀتقس�یمچندجملهای  2
. P( )− =4 16 استوچونبنابرفرض،اینباقیمانده16است،پس P( )−4

درنتیجه


P x ax bx P a b

a b a b      

( ) ( ) ( ) ( )

( )

= + − ⇒ − = − + − −

=− − − ⇒ + =−

13 97 13 97

13 97 13 97

5 4 4 4 5

16 4 4 5 4 4 21 1


 P( )4 برابربا x−4 بر P x( ) ازطرفدیگر،باقیماندۀتقسیمچندجملهای
است.اکنونتوجهکنیدکه

 P a b P(1) Á»IvU oMI¹M( ) ( )= + − → =− − =−13 974 4 4 5 4 21 5 26 
است. −26 بنابراینباقیماندۀموردنظربرابر

3011  1نیزگ 1 x−2 بر P x( ) چ�ونباقیماندۀتقس�یمچندجملهای  4
.درنتیج�ه،باقیماندۀتقس�یمچندجملهای P( )=2 4 براب�ربا4اس�ت،پ�س

. P P( ) ( )× = =14 2 4
2

برابراستبا x−1 2 بر P x( )4

3021 جوابهایمعادلهبرابرهستندبا 1نیزگ 1  1
bx

a
− ± ∆ ± − × ±= = = = ±

28 8 4 13 8 12 4 3
2 2 2





)25(

3031 معادل�ۀگزین�ۀ)3(ب�هازایهرمقدارmج�وابحقیقی 1نیزگ 1  3
دارد،زیرامعادلهایکهبهازایهرm،دلتایمربوطبهآنهمیشهمثبتباشد،

جواباینتستاست.
 mx x m m− − = ⇒∆= + >2 20 1 4 0 

،آنگاهمعادلهبهیکمعادلۀدرجۀاولتبدیلمیشود m=0 توجهکنیدکهاگر
کهبازهمدارایجوابحقیقیاست.بررسیسایرگزینههابهصورتزیراست:

 x x m m  .SvÃº SLX¶ ½nH¼µÀ− + = ⇒∆= − ⇒ ∆2 2 0 4 4 گزینۀ )1(

 x x m m  .SvÃº SLX¶ ½nH¼µÀ− + = ⇒∆= − ⇒ ∆2 2 20 1 4 گزینۀ )2( 

 mx x m  .SvÃº SLX¶ ½nH¼µÀ− + = ⇒∆= − ⇒ ∆2 1 0 1 4 گزینۀ )4( 

3041 ،پس 1نیزگ 1 ∆≥0 باید  1


k

x k x k

k k k

( ) ( )

( )
>

− + + = ⇒∆= + − ≥

+ ≥ → + ≥ ⇒ ≥

2 2

02

1 1 0 1 4 0

1 4 1 2 1


پسحداقلمقدارمثبتkبرابر1است.

3051 توج�هکنی�دک�هچ�ونمجم�وعضریبه�ایمعادل�ۀ 1نیزگ 1  1
براب�رباصفراس�ت،پسیک�یازجوابهایمعادلۀ x x− + =292 167 75 0

،پ�سکوچکترین <75 1
92

اس�ت.چون 75
92

م�وردنظ�ر1وج�وابدیگرآن

است. 75
92

جواب

3061 معادلهرابهروشتجزیهحلمیکنیم: 1نیزگ 1  1

 x x
x x x x      ( )( ) ,

<
− − = → = =1 2

1 23 2 2 0 3 2 2 

. x x ( ) ( )+ = + = + =4 2 4 2
1 2 3 2 2 9 8 17 بنابراین

3071 فرضمیکنیم.بنابراین 1نیزگ 1 x+2 ایندوعددفردراxو  3


x x x x x x

x x x   x  ¡.¡.—

( )

( )( ) (. ),

+ + = ⇒ + + = ⇒ + − =

+ − = ⇒ =− =

2 2 2 22 130 2 4 4 130 2 63 0

9 7 0 9 7


بنابرای�ندوع�ددم�وردنظ�ر،7و9هس�تندواخت�لافمربعهایآنه�ابرابر
یعنی32است. −81 49

3081 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  2
x x x x x x x x( )+ = +2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 
.بنابراینحاصلعبارتموردنظر x x =−1 2 و1 x x+ =1 2 4 ازطرفدیگر،

.( )( )− =−1 4 4 برابراستبا

3091 αβ=−5.بنابراین 1نیزگ 1 α+β=2و ابتداتوجهکنیدکه  1

( ) ( ) ( )α +β = α+β − αβ α+β = − × − × =3 3 3 3 8 3 5 2 38 

3101 −=α 1نیزگ 1
β
1 βجوابهایمعادلهباشند،آنگاه αو اگر  3

αβ=−1.بنابراین ودرنتیجه
m m m− =− ⇒ − =− ⇒ =−1 1 1 2 1

2


3111 ، 1نیزگ 1 x x− =1 22 17 وچون x x+ =−1 2 5 توجهکنیدکه  4
 x1 .چون x =1 4 پ�سب�اجمعکردنطرفیناینتس�اویهابهدس�تمیآید

جوابمعادلۀموردنظراست،پس4دراینمعادلهصدقمیکند:
m m( )+ − + = ⇒ =24 5 4 4 16 0 13 

3121 βجوابمعادلهاست،پسدرمعادلهصدقمیکند: 1نیزگ 1  4

 β −β− = ⇒ β =β+2 22 7 0 2 7 

.α+ β =α+β+ = + =2 1 152 7 7
2 2

α+β=1.بنابراین
2
ازطرفدیگر،

3131 مجموعوحاصلضربجوابهاراحسابمیکنیم 1نیزگ 1  3


S

P ( )( )

=α+β= − + + =

=αβ= − + = −

2 3 3 3 5

2 3 3 3 3 3


بنابراینمعادلۀموردنظربهشکلزیراست:
x Sx P x x− + = ⇒ − + − =2 20 5 3 3 0 

3141 .بنابراین 1نیزگ 1 x x =−1 2 و1 x x+ =1 2 1 توجهکنیدکه  1



x x x x
x x x x x x x x

x x x x x x x x

( )( ) ( )

( )( ) ( )

+ + + + + ++ = = = =
+ + + + + + + + −

× = = = =
+ + + + + + + + −

2 1 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 21 1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1



است. x x− + =2 3 1 0 بنابراینمعادلۀموردنظر

3151  1نیزگ 1 ax bx c+ + =2 0 معادل�ۀ جوابه�ای اینک�ه ب�رای  2

.توج�هکنیدک�هدراینحالت c
a
<0 مختل�فالعلام�تباش�ند،کافیاس�ت

0<∆.بنابراین

 m m
m
+ < ⇒− < <2 0 2 0 

3161 راه حل اولبرایاینکهمعادلۀموردنظردوجوابمنفی 1نیزگ 1  4
،مجموعجوابهامنفیوحاصلض�ربآنهامثبت ∆>0 داش�تهباش�د،باید

باشد.درنتیجه

 aa a a    ( )( ) , ,∆> ⇒ − − > ⇒ >− =− < > ⇒ <
− −
40 16 4 2 0 2 2 0 0 0
2 2

. a− < <2 0 بنابراین
راه ح��ل دومابت�دامعادل�ۀدادهش�دهرابهصورت
مینویسیم.اکنونسهمیبهمعادلۀ x x a+ =22 4
رادری�کدس�تگاه y a= وخ�ط y x x= +22 4
، a− < <2 0 مختصاترس�ممیکنیم.بنابرایناگر
،معادلهیک a>0 معادلهدوجوابمنفیداردواگر

جوابمنفیویکجوابمثبتدارد.
طولنقاطبرخوردسهمیبامحورxهستندو x=−2 و x=0 توجهکنیدکه

است.  ( , )− −1 2 رأسشکهنقطۀمینیممآناستنقطۀ

3171 ∆است.پس 1نیزگ 1 شرطداشتندوجواب،مثبتبودن  1


a a

a a
a a
IÄ    ( ) ( ) ( )

 + > ⇒ >


∆= + − > ⇒ + > ⇒
 + <− ⇒ <−

2 2
1 8 7

1 64 0 1 64 1
1 8 9



شرطمثبتبودندوجوابایناستکهمجموعوحاصلضربجوابهامثبت
باش�ند.حاصلضربجوابهابرابر4اس�تکهمثبتاستومجموعجوابها

 a a a ( )+− > ⇒ + < ⇒ <−1 0 1 0 1 2
2

است.پس a+− 1
2

برابر

. a<−9 ازنابرابریهای)1(و)2(نتیجهمیشود
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3181 توج�هکنیدکهمعادل�هدوجوابداردک�هیکیمثبتو 1نیزگ 1  4
یکیمنفیاست،پسحاصلضربجوابهامنفیاست:

 k k
k
( )

( , )
−

< ⇒ ∈ −
+

5 2 0 6 2
6



ازط�رفدیگرچونقدرمطلقجوابمنفیازجوابمثبتبزرگتراس�ت،پس
مجموعجوابهامنفیاست

k k k
k k
( )

( , ) ( , )
+ +− < ⇒ > ⇒ ∈ −∞ − − +∞
+ +

17 1 10 0 6 1
6 6

 

. k ( , )∈ −1 2 بنابراین

3191 یکجوابمعادلهاست. 1نیزگ 1 x=−1 ابتداتوجهکنیدکه  1
( ) ( ) ( )− − − − − − =3 21 1 3 1 1 0

بنابراینمعادلهرابهصورتزیرمینویسیم
x x x x x x x x

x x x x x x x

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

+ − − − = ⇒ + − + + =

+ − + + = ⇒ + − − =

3 2 2 2 2

2 2

2 3 1 0 1 2 3 1 0

1 1 2 1 0 1 2 1 0

بهدس�تمیآیندکه x x− − =2 2 1 0 پ�سجوابه�ایدیگ�رازحلمعادل�ۀ
.درنتیج�همجموعجوابه�ایمنفیمعادله −1 2 و +1 2 عبارتان�داز

. ( )− + − =−1 1 2 2 برابراستبا

3201 یک�یازجوابهایمعادلهاس�ت،پسدر 1نیزگ 1 x=2 چ�ون  4
عاملیاز x−2 .چون a=−4 پس a+ + + =8 4 2 6 0 معادلهصدقمیکند:

. x x x x Q x( ) ( )− + + = −3 24 6 2 است،بنابراین x x x− + +3 24 6

 x−2 رابر x x x− + +3 24 6 Qچندجملهای x( ) ب�رایبهدس�تآوردن

Q.بنابراین x x x( )= − −2 2 3 تقسیممیکنیم،کهنتیجهمیشود

x x x x x x x x x( )( ) ( )( )( )− + + = − − − = − + −3 2 24 6 2 2 3 2 1 3
هس�تندکهمجموع 3 و −1 جوابهایدیگرمعادله x=2 پ�سبهغی�راز

مربعهایآنها10است.

3211 بهص�ورت 1نیزگ 1 معادل�ه ، t x= ≥2 0 کنی�م ف�رض اگ�ر  4

اس�ت.ع�دد t ±=3 13
2

درمیآی�دک�هجوابه�ایآن t t− − =2 3 1 0

منفیاستوقابلقبولنیست.بنابراین −3 13
2

 x x+ += ⇒ =±2 3 13 3 13
2 2



پسحاصلضربجوابهایمعادلهبرابراستبا

 + + +− =−3 13 3 13 3 13
2 2 2



3221 . 1نیزگ 1 t≥0 و x t=± ،آنگاه x t=2 اگرف�رضکنی�م  3
درمیآی�د.اگراینمعادلهدو t t m− + − =2 22 1 0 همچنینمعادلهبهش�کل
جوابمثبتداش�تهباشد،معادلۀاصلیچهارجوابخواهدداشت.بنابرایندر

بایدشرطهایزیربرقرارباشند: t t m− + − =2 22 1 0 معادلۀ


m m m

b c m m
a a

m   IÄ       

( )

,

∆> ⇒ − − > ⇒ < ⇒− < <

− > ⇒ > > ⇒ − > ⇒ <− >

2 2

2 1

0 4 4 1 0 2 2 2

0 2 0 0 1 0 1


)باش�د،معادلۀاصلی , ) ( , )− −2 1 1 2 بنابرای�ناگرmعض�ومجموعۀ

چهارجوابخواهدداشت.اینمجموعهرامیتوانبهصورتزیرهمنوشت
 m ( , ) [ , ]∈ − − −2 2 1 1 

3231  1نیزگ 1 x x x x( ) ( )− + − − =2 2 22 3 0 معادل�هراب�هش�کل  3

بهدستمیآید x x t− =2 مینویسیم.باقراردادن



t t t t

x x x x

x x x x

jnHkº#JH¼]#¾²jI•¶

IÀJH¼]#“¼µ\¶

,+ − = ⇒ =− =

− =− ⇒ − + = ⇒∆< ⇒

− = ⇒ − − = ⇒∆> ⇒ =

2

2 2

2 2

2 3 0 3 1

3 3 0 0

1 1 0 0 1



3241 معادلۀموردنظررامیتواناینطورنوشت 1نیزگ 1  2



x xx x
x x x x

x xxx
x x x x

( ) ( )
( ) ( )

( )( )

( )
( )
( )( ) ( )( )

+ − −
− = ⇒ =

− + − +

++ = ⇒ =
− + − +

2 1 12 1 0 0
1 1 1 1

33 0 0
1 1 1 1



هس�تندکههردوقابلقبولهس�تندومجموع −3 جوابهایاینمعادله0و
است. −3 آنها

3251 دوطرفمعادلهرادرمخرجمشترککسرهایدوطرف 1نیزگ 1  3
استضربمیکنیم: x x( )( )− +3 3 3 کهبرابر

x xx x x x x x
x x

x x x x

x x x x x

x x x x

( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

+ −− + + − + = × − +
− +

+ + − = − +

+ + + − + = −

+ = − ⇒ = ⇒ =±

2 2

2 2 2

2 2 2

3 3 103 3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 3

3 3 3 3 10 3 3

3 6 9 3 6 9 10 9

6 54 10 90 4 144 6
و6هیچکدامازمخرجهاراصفرنمیکنند،هردوقابلقبولهستند. −6 چون

است. −36 بنابراینحاصلضربجوابهایمعادلۀموردنظربرابر
3261 معادلۀموردنظررامیتواناینطورنوشت 1نیزگ 1  2

x a x x a
x x a x x a

x a x a x a

x a x a

( )( ) ( )( )

( )

( )

− + + − += ⇒ =
+ − + −

− + = + − −

+ − − − =

2

2

2 2 3 3 2 34 4
3 3

3 2 3 4 12 4 12

4 9 4 10 3 0

 a a aIÀïJH¼]#“¼µ\¶
−= =− ⇒ − =− ⇒ =4 9 1 4 9 1 2
4 4

بنابراین

درمیآی�دکهچون x x+ − =24 23 0 ،آنگاهمعادل�هبهص�ورت a=2 اگ�ر
کههرکداممخرجیکی x=−3 و x=2 پسمعادلهدوجوابدارد.) ∆>0
ازکسرهارادرمعادلۀاولیهصفرمیکنند،هیچکدامجوابمعادلۀبالانیستند.

پسهردوجواباینمعادلهقابلقبولهستند.(
3271 ضربمیکنیم 1نیزگ 1 x x a( )+ طرفینمعادلهرادر  1

 x a x x ax x a x a( )+ + = + ⇒ + − − =2 23 2 2 2 2 4 0 
0≤∆.پس برایاینکهمعادلهجوابداشتهباشدباید

 a a a a a a a( )− + ≥ ⇒ − + + ≥ ⇒ − + ≥2 2 22 4 8 0 4 16 16 8 0 2 4 0 

aهموارهمثبتاس�ت،پسمعادلهب�هازایتماممقادیر a a− +2 2 4 عب�ارت
جوابدارد.

3281 سمتراستمعادلۀدادهشدهرابهشکلزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  2

x x
x x

( )= + + −
+ +

2
2
15 2 1 1

1
،اینمعادلهمیشود x x t+ + =2 1 اگرفرضکنیم

t t t t t t t
t

,= − ⇒ = − ⇒ − − = ⇒ =− =2 215 52 1 15 2 2 15 0 3
2



)27(

بهاینترتیب


x x x x

x x x x x x

jnHkº#JH¼]( )

,

+ + =− ⇒ + + = ∆<

+ + = ⇒ + − = ⇒ =− =

2 2

2 2

5 71 0 0
2 2

1 3 2 0 2 1


بنابراینمعادلۀموردنظردوجوابدارد.

3291 ابتداتوجهکنیدکه 1نیزگ 1  1

 x x x
x xx

( ) ( )+ = + + = − +2 2 2
2

1 1 12 4 

تبدیلمیش�ود. x x
x x

( ) ( )− = −21 3 1
2

پ�سمعادلۀم�وردنظرب�همعادلۀ

،کهمجموعجوابهایشصفراس�ت، x − =2 1 0 ،یعنی x
x

− =1 0 بنابراینیا

اس�ت. 3
2
ک�همجموعجوابهایش x x− − =2 3 1 0

2
،یعنی x

x
− =1 3

2
ی�ا

است. 3
2
بنابراینمجموعجوابهایمعادلۀموردنظربرابربا

3301 اگراینعددxباشد،آنگاه 1نیزگ 1  4

x x x x
x x
+ = ⇒ + = ⇒ − − =2 2

2
1 1 4 1 4 4 1 0

است. − 1
4
معادلۀبالادوجوابداردکهحاصلضربآنهابرابر

3311 اگرماش�ینکندتربهتنهاییدرtساعتکارراتمامکند، 1نیزگ 1  3

ساعتکارراتماممیکند.پسماشینکندتر t
3
ماش�ینس�ریعتربهتنهاییدر


t
3 کاروماش�ینسریعتربهتنهاییدریکساعت

t
1 بهتنهاییدریکس�اعت

کاررا 1
6
کارراانج�اممیده�د.ازطرفدیگردوماش�ینباهمدریکس�اعت

انجاممیدهند.بنابراین

 t
t t t
+ = ⇒ = ⇒ =1 3 1 4 1 24

6 6


بنابراینماشینکندتربهتنهاییدر24ساعتکارراانجاممیدهد.

3321 ،پس 1نیزگ 1 a b− ب�اتوج�هبهج�دولتعیینعلام�تباید0>  3
ریشۀعبارتاست،بنابراین x b= .همچنین a b<



a b b a b a b b a b

a b a b  
a b b

b b

(.¡.¡.—)

( ) ( ) ( )

( )( )

− − + = ⇒ − − − =

− = ⇒ =− − = ⇒
− = ⇒ =

2 2 0 2 0

0
2 0

2 0 2


چونaعددیطبیعیاست،پس
 a b a< = ⇒ =2 1 

. a b+ =3 بنابراین

3331 ب�اتوج�هبهج�دولتعیینعلامت،مش�خصاس�تکه 1نیزگ 1  2
ودرنتیجه a− =2 0 عبارتموردنظربایدچندجملهایدرجۀاولباش�د.پس
 x=4 اس�ت.چون y b x( )=− + +2 4 .بنابرای�نعبارتبهصورت a=2

ریشۀعبارتاست،پس
 b b( )− + × + = ⇒ =−2 4 4 0 1

. a b− =3 بنابراین

3341 ابتداعبارترابهصورتزیرمینویسیم 1نیزگ 1  3

 x x x xy
x

( )( )( )( )

( )

− − − +
=

− 3
1 2 1 1

2


و x( )− 21 .چونعبارتهای x xy
x

( ) ( )

( )

− +
=

−

2

2
1 1

2
اکنونآنراسادهمیکنیم

 x+1نامنف�یهس�تند،علامتعب�ارتاخیرراباتوج�هبهعلامت x( )− 22

تعیینمیکنیم:

x

y

−∞ − +∞

− + + +

1 1 2

0 0

3351 را 1نیزگ 1  x x− < −4 1 3 2 و  x x− < +3 2 5 6 نامعادل�ۀ دو  2
حلمیکنیم:

x x x x

x x x

− < + ⇒− < ⇒ >−

− < − ⇒ <−

3 2 5 6 2 8 4

4 1 3 2 1

جوابمسئلهاست.پس x− < <−4 اشتراکمجموعۀجوابهایفوقیعنی1
. a b+ =−5 ودرنتیجه b=−1و a=−4

3361 برقرارباشند.پس 1نیزگ 1 a>0 و ∆<0 بایدشرایط  1
m m

m m m m m m

     (1)

( ) ( )( )

− > ⇒ >

∆= − − < ⇒ − − > ⇒ + − >2

1 0 1

8 4 1 0 2 0 1 2 0

باتوجهبهجدولتعیینعلامتزیرباید
mm IÄ       (2)  ><− 21

. m>2 ازدوشرط)1(و)2(نتیجهمیشود

m

m m

−∞ − +∞

− − + − +2

1 2

2 0 0

3371  1نیزگ 1 x xy
x x x

( ) ( )

| |( )

− +
=

−

2 3

5
1 2

2
ابتداجدولتعیینعلامتعبارت  4

رارسممیکنیم:


x

y

−∞ − +∞

+ − + + −

2 0 1 2

0 0

)است. , ] ( , )−∞ −2 0 2 بنابراینمجموعۀجوابهاینامعادلۀموردنظر

3381 نامعادلهرابهصورتزیرمینویسیم: 1نیزگ 1  1
x xx

x x
− −− − ≥ ⇒ ≥

22 21 0 0

بهکمکتعیینعلامتمجموعۀجوابهاینامعادلهراتعیینمیکنیم.

x

x x
x

−∞ − +∞

− − − + − +
2

1 0 2

2 0 0

.در b=2 و a=−1است.پس   [ , ) [ , )− +∞ −1 0 2 اینمجموعهبهصورت

. a b+ نتیجه1=

نت

نت نت

ت
ن
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3391 طرفینمعادلهرابهتواندومیرسانیمومعادلهراسادهمیکنیم: 1نیزگ 1  1
x x x x x− = − + ⇒ − + =2 21 4 4 5 5 0

هس�تند.ولی x +=5 5
2

و x −=5 5
2

جوابه�ایاینمعادلهبهصورت

درمعادل�ۀاصلیصدقنمیکندزیرااینعددکوچکتراز2اس�تو −5 5
2

،آنگاهسمتچپمعادله،نامنفیو x< <1 2 اگر x x− = −1 2 درمعادلۀ

 x +=5 5
2

س�متراستآنمنفیاس�تکهقابلقبولنیست.بنابراینفقط

جوابمعادلهاست.

3401 مینویسیمو 1نیزگ 1 x x+ + = +1 1 2 3 معادلهرابهشکل  1
طرفینآنرابهتواندومیرسانیم:

 x x x x x+ + + + = + ⇒ + = +1 1 2 1 2 3 2 1 1 
دوبارهطرفینتساویاخیررابهتواندومیرسانیم:

x x x x x

x x x   x

( ) ( )

,

+ = + ⇒ + = + +

− − = ⇒ =− =

2 2

2

4 1 1 4 4 2 1

2 3 0 1 3

هردوجوابدرمعادلۀاصلیصدقمیکنند،پسمجموعجوابهابرابر2است.

3411 معادلۀموردنظررااینطورمینویسیم: 1نیزگ 1  4

x x x x+ + − − + + =2 25 28 24 5 5 28 0

،اینمعادلهمیشود x x t+ + =2 5 28 اکنوناگرفرضکنیم
t t t t t   t( )( ) ,− − = ⇒ − + = ⇒ = =−2 24 5 0 8 3 0 8 3

،یعنی t=8 ،پس t≥0 چون

x x x x x x

x x x   x( )( ) ,

+ + = ⇒ + + = ⇒ + − =

− + = ⇒ = =−

2 2 25 28 8 5 28 64 5 36 0

4 9 0 4 9

است. −36 بنابراینحاصلضربجوابهایمعادلۀموردنظربرابر

3421 اگراینعددراxفرضکنیم،آنگاه 1نیزگ 1  2
x x xx x x x x x

x    x

 »j ·H¼U ¾M

´ÃºIwnÂ¶

,

− = ⇒ = → = ⇒ =

= =

2 2 4
2 2 4

0 4

چ�ونهردوع�دددرمعادلۀاولیهصدقمیکنن�د،بنابرایندوعددباخاصیت
موردنظروجوددارد.

3431 جواب 1نیزگ 1 x=1چون. a>1ازرویش�کلمعلوماستکه  1

معادلهاست،پس

 aa a a| | | | >× − = − ⇒ − = → − =122 1 1 1 1 1 1 1

. a=2 بنابراین

3441 اگ�رخطوس�همینقطۀمش�ترکینداش�تهباش�ند،باید 1نیزگ 1  4
ج�وابنداش�تهباش�د.بنابرای�نمعادل�ۀ x kx k x+ + + =−2 2 1 معادل�ۀ

جوابندارد،یعنی x k x k( )+ + + + =2 2 1 1 0


k k k k k

k k

( ) ( )∆= + − + < ⇒ + + − − <

< ⇒− < <

2 2

2

2 1 4 1 0 4 4 1 4 4 0

3 3 3
4 2 2

3451 تع�دادجوابه�ایمعادلۀم�وردنظر،تع�دادنقطههای 1نیزگ 1  3
 y x| || |= −2 اس�ت.نمودار y k= و y x| || |= −2 برخوردنمودارتابعهای

رادرشکلزیررسمکردهایم:

رادرچهار y x| || |= −2 نمودار y k= ازرویشکلمعلوماستکهاگرخط

. k< <0 2 نقطهقطعکردهباشد،باید

3461 مینویس�یمونمودار 1نیزگ 1 xx| | ( )= 1
2

معادل�هرابهص�ورت  2

رارس�ممیکنیم.نموداره�ایکدیگررادریک xy ( )= 1
2

و y x| |= تابعه�ای

نقطهقطعمیکنند،پسمعادلهیکجوابدارد.

3471 معادلهرابهصورتزیرمینویسیم 1نیزگ 1  2

 x x|log | | |= − −1 1 

رارس�ممیکنیم.باتوجهبه y x|log |= و y x| |= − −1 1 ونم�ودارتابعهای

شکلمعادلۀموردنظردوجوابدارد.

3481 1  1نیزگ 1
a a a

a a a

a a a

·¼a

·¼a

     ·¼a

| | | ( ( ))| ( )

| | | ( )| ( )

| | ( )

| | | |
| |

| |+ − + = + − − + + <

= + + = − + + <

= − =− <

3 2 1 3 2 1 1 0

3 3 3 3 3 0

0


