
الان! همین الان وقتشه! الان می‌شه خیلی کارا کرد. می‌شه یه بستنی خورد؛ می‌شه یه فیلم دید؛ می‌شه رفت تو صفحات مجازی 
وقت گذروند؛ می‌شه تلفنی با یه نفر حرف زد؛ می‌شه خوابید، می‌شه رفت سرقرار، می‌شه هیچ کاری نکرد و به در و دیوار خیره 
شد، می‌شه مقدمهء این کتاب رو خوند، می‌شه یه آهنگ با حال گوش کرد، می‌شه کارایی که باید انجام بدیم رو عقب نینداخت، 

می‌شه تست هندسه 3 زد و هزارتا می‌شهء دیگه.
بخش بزرگی از سرنوشت آدما به این بستگی داره که با الاناشون چی کار می‌کنن. هر الانی برای یه کاری مناسبه، اگر اونا رو 
مثلاً اگر وقت خواب بریم تو اینستا و تلگرام، وقت تست هندسه زدن خوابمون می‌گیره و ... جابه‌جا کنی، همه‌چیز به هم می‌ریزه.

فکر کنم فهمیدی چی می‌خوام بگم. پس الانتو بهت پس می‌دم که بری اون کاری که فکر می‌کنی درسته رو انجام بدی.
این کتاب رو یه نویسندهء خوب، یه معلم خوب و از همه مهم‌تر یه دوست خوب نوشته. مهریار راشدی این قدر برای کارش ارزش 

قائله که نمی‌تونه کتاب خوب ننویسه. مهریار جان دمت گرم.
برای رسیدن این کتاب خیلیا زحمت کشیدن. خانم مهناز سخاوت‌زاده، لولاو مرادی و خانم میترا حسامی و ویراستارای خوبمون 
که در وقت تنگ و فشرده همهء تلاششون رو کردن تا بهترین کتاب رو آماده کنن. کارشناسان عزیز،‌ آقایان اسحاق اسفندیاری، 
مجید رضاصدیقیان کاشی، سعید دارایی و خانم زهرا جالینوسی، اساتید بزرگوار آقایان سیامک شهبازی‌زاده و مهدی مژدهی که 
با نظرات ارزشمند خود، به ما کمک زیادی کردند. همکاران پرتلاشمون در واحد تولید هم که مثل همیشه سنگ تموم گذاشتن. 

از ته دل بچه‌ها متشکریم!
مواظب خودتون و الاناتون باشید ... 



کلماتم را
در جوی سحر می‌شویم

لحظه‌هایم را
در روشنی باران‌ها

تا برای تو شعری بسرایم، روشن
تا که بی‌دغدغه، بی‌ابهام
سخنانم را در حضور باد

این سالک دشت و هامون
با تو بی‌پرده بگویم

که تو را
)دکتر محمدرضا شفیعی کَدکَنی( دوست می‌دارم تا مرز جنون ...	

سلام به شما مهندسان آیندهء نزدیک!
ورود شما به سال دوازدهم و کتاب هندسهء 3 را خوش‌آمد می‌گویم. قرار است با هم به کوچهء تست هندسهء دوازدهم واقع در خیابان دوطرفهء 
خیلی‌سبز سَر بزنیم و درِ هر یک از سه ساختمان این کوچه را بزنیم، آمار دقیق ساکنین این ساختمان‌ها را بگیریم و از احوالات آن‌ها باخبر شویم.
روی پلاک ساختمان اول که سه‌طبقه است »ماتریس و کاربردها«، روی پلاک ساختمان چهارطبقهء دوم »آشنایی با مقاطع مخروطی« و روی 

پلاک ساختمان سه‌طبقهء انتهای کوچه، »بردارها« حک شده است.
اگر به مسیر حرکت دقت کنید و حواستان به گپَ و گفُت‌ها باشد، حتماً آمار دقیقی به دست خواهید آورد و دست پرُ، خوشحال و به سلامت 

از کوچهء تست هندسهء دوازدهم خارج خواهید شد.
همان‌طور که اشاره شد کتاب درسی شامل سه فصل  ماتریس و کاربردها،  آشنایی با مقاطع مخروطی و  بردارها است و هر 

فصل شامل چند بخش است.
تمام تلاشمان را کرده‌ایم که پس از خواندن درس نامه‌های هر بخش و حل تست‌های آن )البته با حواس‌جمع!(، تسلط خوبی بر مطالب کتاب 

درسی و آن‌چه قرار است در کنکور با آن روبه‌رو شوید، پیدا کنید.
بعد از تست‌های هر بخش، یک آزمونک 5 سؤالی گذاشتیم که خودتان را محک بزنید. در انتهای هر بخش و بعد از آزمونک، تعدادی تست 
تکمیلی )که کمی سخت‌تر از مسائل کتاب هستند( با عنوان سری ]Z[ داریم؛ از این تست‌ها، ساده و سَرسَری نگذرید! حتماً پس از تسلط به 
تست‌های هر بخش سراغ تست‌های سری ]Z[ بروید و خیلی دقیق آن‌ها را بررسی کنید. )البته هیچ اجباری به زدن تست‌های ]Z[ نیست(
در پایان هر فصل دو آزمون گذاشتیم که بتوانید تسلط خودتان بر فصل را ارزیابی کنید. آزمون‌های جامع کتاب را هم دریابید که مرور خوبی 
روی کلیات مطالب کتاب دارند. در مجموع، هر آن‌چه برای پاسخ‌گویی به سؤالات آزمون‌ها و کنکور نیاز داشتید در قالب تمرین‌های کتاب، 

تست‌های کنکورهای گذشته، تعمیم مطالب کتاب و کنکورها، با تست‌های متنوع تقدیم شما شده است.

1- حتی اگر یک تست را درست زده‌اید؛ پاسخ آن را کاملاً و بادقت زیاد بررسی کنید.
2- تست‌هایی که احیاناً غلط زدید یا نزدید را علامت‌گذاری کنید تا بعداً یک یا چند بار دیگر آن‌ها را مرور کنید.

تست‌هایی که فکر می‌کنید در مرور مجدد، حتماً باید آن‌ها را بزنید را هم مشخص کنید.
3- برای مواقع اورژانسی که برای زدن همهء تست‌ها وقت ندارید، تست‌های رنگی به داد شما خواهند رسید و تسلط نسبتاً خوبی برای شما 

ایجاد خواهند کرد؛ این تست‌ها را جدی بگیرید!
سپاسگزاری

لازم است از دوست عزیزم دکتر کمیل نصری که مثل همیشه از حمایت بی‌دریغش بهره‌مند بودم، تشکر ویژه داشته باشم.
از مهندس رضا سبزمیدانی مدیریت تألیف کتاب‌های تست که با دقت و ریزبینی بر تمام مراحل تألیف کتاب، نظارت داشتند، سپاسگزارم. 

از مهندس نوید شاهی به خاطر تمام همراهی‌ها و نظرات سازنده‌اش تشکر می‌کنم.
از خانم‌ها میترا حسامی، مهناز سخاوت‌زاده و لولاو مرادی که زحمات زیادی برای به ثمر رسیدن این اثر کشیدند، ممنونم.

از دوستان عزیزم آقایان مهندس سیدعلیرضا شیرازی، مهندس علیرضا شریف خطیبی، مهندس منصور آقاخانی که نظرات مفیدشان باعث 
غنای این اثر شد،صمیمانه تشکر می‌کنم.

از ویراستاران علمی کتاب و هم‌چنین همکاران تولید سپاسگزارم.
نگارشی و حتی  ادبی،  اشکالات  اما وجود  تقدیم کنیم  به شما عزیزان  بدون غلط  و  بود که کتابی مفید، راهگشا  این  بر  ما  سعی جمعی 
محاسباتی و علمی، امری اجتناب‌ناپذیر است. از طریق سایت یا صفحات مجازی خیلی‌سبز می‌توانید با ما در ارتباط باشید و نظرات اصلاحی 

در پناه خدا باشیدیا ایرادات احتمالی را با ما در میان بگذارید. 	
مهریار راشدی 	

@ HendeseKheiliSabz �
آیکون‌هایی که در کتاب می‌بینید 

 توجه      قدرتی و نیمه‌خفن      اشاره و نکته        یادآوری
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ماتریس، آرایشی مستطیلی از اعداد حقیقی است که به هر عضو آن درایه می‌گوییم.
m است  n´ ،A ستون داشته باشد، مرتبهء ماتریس n سطر و m ،A هر ماتریس از تعدادی سطر و تعدادی ستون تشکیل شده است. اگر ماتریس

A نمایش می‌دهیم. aij m n= ´[ ] Am یا n´ و آن را به صورت
.A امُ ماتریسj امُ و ستونi یعنی درایهء واقع در سطر aij

2 است. 3´ ماتریس مقابل دارای 2 سطر و 3 ستون است، پس مرتبهء آن
 A

a a a
a a a

=
é

ë
ê

ù

û
ú

­ ­ ­

®11 12 13

21 22 23

·¼Tw
Ï»H 

·¼Tw
³»j

·¼Tw
³¼w

 Ï»H  ooõw

 ³»j  oõw®
�

a را در نظر بگیرید! این درایه در سطر دوم و ستون اول واقع شده است.
21

درایهء

3 است )سه سطر و دو ستون دارد(. در این ماتریس عدد 4، درایهء واقع در سطر سوم و ستون اول است. 2´ ، یک ماتریس
-é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

2 1

0 3

4 7

مثلاً ماتریس

)تمرین کتاب درسی( a را مشخص می‌کند؟�
i j i j

i j

i i j
ij ==

++ >>
==

<<

ìì

íí
ïï

îî
ïï
7

2

A با شرایط aij== ´́[ ]3  کدام گزینه ماتریس4

 
7 3 4 9

1 7 5 4

1 4 7 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
)4 	 

7 1 1 1

3 7 4 4

4 5 7 9
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ë
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ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
)3 	 

7 1 1 1

3 7 4 4

4 5 9 7
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ë

ê
ê
ê
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û

ú
ú
ú
)2 	  

7 1 1 4

3 7 5 4

4 5 7 9

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
)1

 
A

a a a a
a a a a
a a a a

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

3 است.� 4´ ماتریس A یک ماتریس 	   
) باید 7 بگذاریم، در جایی که شمارهء سطر از شمارهء  )i j= در جایی که شمارهء سطر و ستون با هم برابرند

ستون کم‌تر است باید شمارهء سطر را به توان 2 برسانیم و در ماتریس جایگزین کنیم. بنابراین داریم:

 a a a a a a
12

2

13

2

14

2

23

2

24

2

34

2
1 1 1 2 2 3= = = = = =, , , , , �

در جایی که شمارهء سطر از شمارهء ستون بزرگ‌تر است، شمارهء سطر و ستون را با هم جمع می‌کنیم و در ماتریس قرار می‌دهیم. پس:
 a a a

21 31 32
2 1 3 3 1 4 3 2 5= + = = + = = + =, , �

 A =
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

7 1 1 1

3 7 4 4

4 5 7 9

بنابراین:�

شناخت ماتریس‌های خاص یکی از اولین مراحلِ ورود به بازی ماتریس است.

 O
2 3

0 0 0

0 0 0
´ =

é

ë
ê

ù

û
ú O نمایش می‌دهیم.�  ماتریس صفر: ماتریسی که تمام درایه‌های آن صفر است و آن را با

 a b c d e[ ]
1́ 5

´1 است.� n  ماتریس سطری: ماتریسی که فقط یک سطر دارد. مرتبهء این ماتریس،
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م 
ده

واز
3 د

سه 
ند

ه

n است.  ماتریس ستونی: ماتریسی که فقط یک ستون دارد. مرتبهء این ماتریس،1´
 
a
b
c

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

´3 1

�

n است. n´  ماتریس مربعی: ماتریسی که تعداد سطرها و ستون‌های آن با هم برابرند. مرتبهء این ماتریس
این ماتریس دارای قطر اصلی و قطر فرعی است. 

است.   i j> اصلی قطر  پایین  و   i j= اصلی قطر  روی   ، i j< مربعی ماتریس  اصلی  قطر  بالای  درایه‌های  در 
)i شمارهء سطر و j شمارهء ستون درایهءaij است.(

 
a
d b
e f c

0 0
0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

 ماتریس پایین‌مثلثی: ماتریسی است مربعی که همهء درایه‌های بالای قطر اصلی آن صفرند.�

 
a d e
b f
c

0
0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

 ماتریس بالامثلثی: ماتریسی است مربعی که همهء درایه‌های پایین قطر اصلی آن صفرند.�

صفرند.  آن  اصلی  قطر  پایین  و  بالا  درایه‌های  تمام  که  مربعی  است  ماتریسی  قطری:  ماتریس   
)ماتریس قطری هم بالا‌مثلثی است و هم پایین‌مثلثی(� 

 
k

k
k

0 0
0 0
0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

 ماتریس اسکالر: ماتریسی است قطری که تمام درایه‌های روی قطر اصلی آن با هم برابرند. �

 I
2

1 0

0 1
=

é

ë
ê

ù

û
ú  ماتریس همانی )واحد(: ماتریسی است اسکالر که درایه‌های روی قطر اصلی آن یک باشند.�

 I
3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

� . a
i j
i jij =

=
¹

ì
í
î

1

0
I که an ij n n= ´[ ]  گاهی ماتریس همانی را این‌گونه معرفی می‌کنند:

A، قطری است؛ سریع نتیجه می‌گیریم درایه‌های غیر واقع بر قطر اصلی باید صفر باشند، یعنی 
m n
m m n

=
+ -

+ -
é

ë
ê

ù

û
ú

1 1

2 1
مثلاً اگر بگویند ماتریس

n n
m m
- = Þ =

= Þ =
ì
í
î

1 0 1

2 0 0
� m باشد.  n و0= باید 1=

 است.
1 0

0 0

é

ë
ê

ù

û
ú بنابراین ماتریس A به شکل

 
k

k
k

0 0
0 0
0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
3 به شکل 3´ 6- است؛ می‌گفتیم ماتریس اسکالر حالا اگر گفته شده بود مجموع درایه‌های یک ماتریس اسکالر از مرتبهء 3 برابر

 بوده است.
-

-
-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

2 0 0

0 2 0

0 0 2

k و ماتریس به صورت = -2 3 و  6k = - 3k است، نتیجه می‌گرفتیم  و مجموع درایه‌های آن برابر با

دو ماتریس ‌A و B مساوی‌اند هرگاه:  دو ماتریس، هم‌مرتبه باشند و  درایه‌های نظیر‌به‌نظیر در A و B برابر باشند.

z باشد. = 3 y و = 5 ، x B زمانی با هم برابرند که1=
x

y
z

=
-é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1

2

1

A و =
-é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1 1

2 5

3 1

مثلاً دو ماتریس

a a a
a a a
a a a

11 12 13

21 22 23
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دها
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ول 
ل ا

فص
)تمرین کتاب درسی(  x کدام است؟� y z++ ++ A، در این صورت حاصل B== B و

x y
==

++
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

3 2

2 1
A و

x y
z

==
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 5

1
 اگر

 مرتبهء دو ماتریس یکی است، بنابراین برای این‌که دو ماتریس برابر باشند باید درایه‌های دو ماتریس نظیر‌به‌نظیر برابر باشند، یعنی:
2 3

2 5
4 8 2 1

2

x y

x y
x x y

z

- =

+ =
¾ ®¾ = Þ = Þ =

= -

ì

í
ï

î
ï

+

�

 x y z+ + = + - =2 1 2 1 پس:�

آشنایی با جمع، تفریق و ضرب ماتریس‌ها از مهم‌ترین موضوعات مربوط به ماتریس‌ها است که در ادامه به آن می‌پردازیم.

1- جمع و تفريق
اگر دو ماتریس هم‌مرتبه باشند، با جمع یا تفریق کردن درایه‌های نظیر دو ماتریس، جمع یا تفریق دو ماتریس به دست می‌آید.

1 2

0 1

2 4
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+ +

é

ë

( )êê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

- -
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

4 3

2 0

3 6

1 2

0 1

2 4

3 1

2 1

1 2

, úú
ú
ú

=
- -
- - -
- -

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=
-
-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1 3 2 1

0 2 1 1

2 1 4 2

2 1

2 2

1 2

( )

�

I کدام درایه وجود ندارد؟ A-- ، در ماتریس a
i j

i j i j

i i j
ij ==

==
++ >>

<<

ìì

íí
ïï

îî
ïï

7

2

A و aij== ´́[ ]3 3  اگر

4( مضرب 7 3( مضرب 5 	 2( مضرب 4 	 1( مضرب 3  	
 
A =

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

7 1 1

3 7 4

4 5 7

اول باید تکلیف ماتریس A را روشن کنیم.� 	  

i است. j< i و در درایه‌های بالای قطر اصلی j> قبلاً گفته بودیم که در درایه‌های پایین قطر اصلی ماتریس مربعی

 I A- =
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

-
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=
- - -
- - -
-

1 0 0

0 1 0

0 0 1

7 1 1

3 7 4

4 5 7

6 1 1

3 6 4

4 -- -

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú5 6

I )ماتریس همانی( هم که آشناست!�
I عدد مضرب 7 نداریم. A- در بین درایه‌های

2- ضرب عدد در ماتريس 

 A A=
-é

ë
ê

ù

û
ú Þ - =

- -
- -

é

ë
ê

ù

û
ú

1 1 3

2 0 4
3

3 3 9

6 0 12
اگر عددی در ماتریس ضرب شود، در تمام درایه‌های آن ضرب می‌شود. �

3A- به دست آمد.  3- ضرب کردیم و تک‌تک درایه‌های A را در 
، قرینهء ماتریس A می‌گوییم. ( )-A ) به دست می‌آید. به ماتریس  )-A ) ضرب کنیم، ماتریس  )-1  اگر ماتریس A را در 

چند ويژگی در مورد جمع، تفريق و ضرب عدد در ماتريس

 A B B A+ = + )خاصیت جابه‌‌جایی(     اگر ماتریس‌های B ،A و C هم‌مرتبه، m و k اعداد حقیقی باشند، آن‌گاه:�
 ( ) ( )A B C A B C+ + = + + )خاصیت شرکت‌پذیری(     �  ( )A kA mAk m± = ± 	
 A O A+ = )خاصیت عضو خنثی در جمع(     �  k(mA) m(kA) (km)A= = 	
 A A O+ - =( ) )خاصیت عضو قرینه(     �  kA O k= Þ =0 A یا  O= 	
 0´ =A O �

 
A B kA kB

kA kB A Bk

= Þ =

= ¾ ®¾¾ =

ì
í
ï

îï
¹0

	
 k( )A B kA kB± = ± �	

3- ضرب دو ماتريس 
n باشد، یعنی ضرب دو ماتریس زمانی قابل ‌تعریف است که تعداد ستون‌های ماتریس اول با  k= A زمانی وجود دارد که B´ Bk باشد، l´ ،Am n´ اگر

.m l´ A، ماتریسی است از مرتبهء B´ A تعداد سطرهای ماتریس دوم برابر باشد.  B A B Cm n
n k

k l´

=

´ ´ ´ ´´ ´ =;
3 2 2 4 3 4

�
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برای ضرب دو ماتریس، از ماتریس اول، سطر و از ماتریس دوم، ستون برمی‌داریم و درایه‌های هر سطر در ستون، نظیر‌به‌نظیر ضرب و حاصل با هم 
جمع می‌شود و در ماتریس حاصل‌ضرب جایگزین می‌شود.

 
2 1 0

1 3 2

1 2

1 1

4 1

2 1 0 4 1 0

1 3 8 2 3 2

-é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=
- + + +

+ + - +
é

ë
ê

ù

û
ú

   ³»j   oõw
Ï»H  ·¼Tw

    ³»j  oõw
³»j  ·¼Tw

       

        
  ÏÏ»H  oõw
Ï»H  ·¼Tw

  Ï»H  oõw
³»j  ·¼Tw

=
é

ë
ê

ù

û
ú

1 5

12 1
�

چگونگی به دست آوردن درایهء واقع در سطر اول و ستون اول ماتریس حاصل‌ضرب را ببینید: 

] را به دست ‌آوریم. برای این کار، هر درایه در درایهء نظیرش ضرب می‌شود، حاصل‌ضرب‌ها را با هم جمع می‌کنیم و به  ]2 1 0

1

1

4

-
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
باید

 2 1 1 1 0 4 2 1 0 1´ + - ´ + ´ = - + = جای درایهء واقع در سطر اول و ستون اول ماتریس حاصل‌ضرب قرار می‌دهیم.�

a کدام است؟ b e++ ++  باشد، حاصل
2

1

3

3 1 1

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

´́ == --
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

A
a b c

d e f
 اگر

15 )2 		 11 )1
21 )4 		 18 )3

3 به ما بدهد. 3´ Am باید ضرب شود تا یک ماتریس n´ 3 است در ماتریس  1´ B که =
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

2

1

3

ماتریس 	  

B A Cm n3 1 3 3´ ´ ´´ = �

n باشد؛ یعنی  = 3 3 شود باید  3´ m باشد و برای این‌که ضرب B در A ماتریس  =1 برای این‌که دو ماتریس B و A ضرب‌پذیر باشند باید 
x داریم: y z[ ] 1 است. با فرض A به شکل 3´ ماتریس A از مرتبهء 

 
2

1

3

3 1 1

2 2 2

3 3 3

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
[ ] = -

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

Þ
é

ë

êx y z
a b c

d e f

x y z
x y z
x y z

êê
ê

ù

û

ú
ú
ú

= -
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

a b c

d e f
3 1 1 � 

 a b e x y y x y+ + = + + = + = + =2 2 3 2 5 2 3 5 1 11( ) ( ) ، بنابراین: � e y= 3 b و y= 2 ، a x= 2 واضح است که

A را به دست آورید. B´́ B باشند، درایهء واقع در سطر دوم و ستون سوم ماتریس ==
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 1 1

3 0 5
A و ==

--

--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 1

2 1

3 2

 اگر

)کار در کلاس کتاب درسی( �

A یک  B´ . ماتریس 2 است، ضرب کنیم  3´ 3 است را در ماتریس B که یک ماتریس 2´  خب! انگار راهی نداریم و باید ماتریس A که

 

A B´ =
-

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

-é

ë
ê

ù

û
ú =

- - -
-
- -

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

1 1

2 1

3 2

2 1 1

3 0 5

1 1 4

7 2 7

0 3 7

úú
ú
ú

3 خواهد شد.� 3´ ماتریس

A برابر 7 است. B´ درایهء واقع در سطر دوم و ستون سوم
به جای این‌که دو ماتریس را در هم ضرب کنیم تا درایهء مورد نظرمان را به دست آوریم، می‌توانستیم سطر دوم A را در ستون سوم B ضرب کنیم تا 

A به راحتی به دست آید. B´ درایهء واقع در سطر دوم و ستون سوم

AB درایهء واقع در سطر دوم و ستون سوم = ´ =
é

ë
ê

ù

û
ú = + =[ ] [ ] [ ]A B ³»j oõw  ³¼w ·¼Tw 2 1
1

5
2 5 7 �

cij از ضرب سطر i امُ ماتریس A در ستون j امُ ماتریس B به دست می‌آید. A باشد، آن‌‌گاه درایهء B C´ =  اگر

 c A i B jij = ´[ ] [ ]³ÔH oõw ³ÔH  ·¼Tw �
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فص
B برقرار باشند، درایهء واقع در سطر دوم و ستون اول BA کدام است؟ A-- ==

--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 0

5 3
3 و 2A B I++ ==  اگر برای دو ماتریس A و B روابط

 7 )4 3( صفر	 	  -1 )2 	  -2 )1
2 هستند. 2´ 2 است، پس A و B نیز مربعی و 2´ B مربعی و A- 	  

به کمک داده‌های سؤال می‌توانیم ماتریس‌های A و B را به دست آوریم. ببینید 

 
3 2

1 0

0 1

2 2
4 0

10 6

5
5 0

10 5

A B

B A
A

+ =
é

ë
ê

ù

û
ú

- =
-é

ë
ê

ù

û
ú

ì

í

ï
ï

î

ï
ï

¾ ®¾ =
- -

é

ë
ê

- ùù

û
ú  Þ =

- -
é

ë
ê

ù

û
úA

1 0

2 1
�

حالا که A را داریم، B به راحتی به دست می‌آید.

 B A- =
-é

ë
ê

ù

û
ú

2 0

5 3
 Þ =

-é

ë
ê

ù

û
ú +

- -
é

ë
ê

ù

û
ú =

-é

ë
ê

ù

û
úB

2 0

5 3

1 0

2 1

1 0

3 2
�

 BA =
-é

ë
ê

ù

û
ú - -

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
- -

é

ë
ê

ù

û
ú

1 0

3 2

1 0

2 1

1 0

1 2
بنابراین:�

می‌توانستیم بگوییم درایهء واقع در سطر دوم و ستون اول BA از ضرب سطر دوم B در ستون اول A به دست می‌آید.

BA درایهء سطر دوم و ستون اول =
-

é

ë
ê

ù

û
ú = - = -[ ]3 2

1

2
3 4 1 �

) را به دست  )A B C´́ ´́ C باشند، درایهء واقع در سطر سوم و ستون دوم ماتریس ==
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 3

1 1
B و ==

--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 1

2 3
، A == --

--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 2

1 0

2 1

 اگر

)برگرفته از کار در کلاس کتاب درسی( آورید.�

) است. می‌توانیم اول ضرب دو ماتریس B و C که  ) ( )A B C A B C´ ´ = ´ ´  می‌دانیم ضرب ماتریس‌ها خاصیت شرکت‌پذیری دارد؛ یعنی
هر دو مربعی هستند را محاسبه کنیم و سپس A را در حاصل‌ضرب B و C ضرب کنیم.

 B C´ =
-é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú

1 1

2 3

2 3

1 1

3 2

1 9
�A B C´ ´ = -

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

é

ë
ê

ù

û
ú = - -

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

( )
1 2

1 0

2 1

3 2

1 9

5 20

3 2

5 5

	

5- است. ) برابر با )A B C´ ´ درایهء واقع در سطر سوم و ستون دوم ماتریس
به جای این کار می‌توانستیم سطر سوم A را در ماتریس B و ستون دوم C ضرب کنیم تا درایهء مورد نظرمان به دست آید.

 ( ) [ ] [A B C A B´ ´ = ´ ³»j ·¼Tw » ³¼w oõw nj Í¤H» â¾ÄHnj  ³¼w oõw  uÄÄoUI¶  ³»j ·¼Tw] [ ] [ ] [ ]´ = -
-é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù

û
ú = -C 2 1

1 1

2 3

3

1
0 5

� ��� ���
����

3

1
5

é

ë
ê

ù

û
ú = -

راب��ط�هء از   D م��ات��ری��س  j اُم  س��ت��ون  و  i اُم  س��ط��ر  در  واق���ع  درای��ه ء� آن‌گ����اه  ب��اش��د،   ( )A B C D´ ´ = اگ���ر  

dij به دست می‌آید. A i B C j= ´ ´[ ] [ ] [ ]³ÔH  oõw  uÄoUI¶ ³ÔH  ·¼Tw

ويژگي‌هاي ضرب ماتريس‌ها
 در حالت کلی ضرب ماتریس‌ها خاصیت جابه‌جایی ندارد.

B را در نظر بگیرید. =
-

é

ë
ê

ù

û
ú

3 1

2 2
A و =

-é

ë
ê

ù

û
ú

1 1

2 1 A B´ =
-é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú

1 1

2 1

3 1

2 2

1 3

8 0
�

 B A´ =
-

é

ë
ê

ù

û
ú

-é

ë
ê

ù

û
ú =

-
- -

é

ë
ê

ù

û
ú

3 1

2 2

1 1

2 1

5 2

2 4
�

B برابر نیستند. A´́ A و B´́ B برابر نشدند؛ در حالت کلی A´ A و B´ دیدید؟!
) داشته باشند. چند حالت مهم را در زیر می‌بینید.  )A B B A´ = ´  در حالت‌های خاصی دو ماتریس می‌توانند خاصیت تعویض‌پذیری

 AI IA A= = An، خاصیت جابه‌جایی )تعویض‌پذیری( دارد.� n´ ) در ماتریس مربعی )In  ضرب ماتریس همانی
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B باشند، 
m

n
p

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

0 0
0 0
0 0

A و
a
b
c

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

0 0
0 0
0 0

 ضرب دو ماتریس قطریِ هم‌مرتبه، خاصیت جابه‌جایی )تعویض‌پذیری( دارد. مثلاً اگر
آن‌گاه:

 A B B A
am

bn
cp

´ = ´ =
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

0 0
0 0
0 0

�

 ضرب ماتریس اسکالر با هر ماتریس مربعیِ هم‌مرتبه با آن، خاصیت جابه‌جایی دارد.

 
k
k
k

a b c
d e f
g h i

a b c
d e f
g

A B

0 0
0 0
0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=

� �� �� � �� �� hh i

k
k
k

ka kb kc
kd ke kf
k

B A

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=

� �� �� � �� ��

0 0
0 0
0 0 gg kh ki

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

�

، تعویض‌پذیرند.
m n
n m

é

ë
ê

ù

û
ú  دو ماتریس به شکل

 
-

-
é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

1 2

2 1

3 1

1 3

1 5

5 1

A B
��� �� ���

�
3 1

1 3

1 2

2 1

1 5

5 1

é

ë
ê

ù

û
ú

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

B A
������ ��

	

B برابر شدند، بنابراین دو ماتریس A و B تعویض‌پذیرند. A´ A و B´ دیدید که

 خاصیت جابه‌جایی دارد.
m n
n m-

é

ë
ê

ù

û
ú  ضرب دو ماتریس به شکل

 
- -

-
é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú =

- -
-

é

ë
ê

ù

û
ú

2 3

3 2

4 1

1 4

5 14

14 5

A B
� �� �� ��� ��

� 
4 1

1 4

2 3

3 2

5 14

14 5-
é

ë
ê

ù

û
ú

- -
-

é

ë
ê

ù

û
ú =

- -
-

é

ë
ê

ù

û
ú

B A
��� �� � �� ��

	

A شد، نتیجه می‌گیریم ماتریس‌های A و B تعویض‌پذیرند. B B A´ = ´ از آن‌جایی که
 AB AC B C= Þ = B است )حذف برقرار نیست(.� C= AB باشد، نمی‌توان نتیجه گرفت AC=  اگر

C باشد. =
-é

ë
ê

ù

û
ú

3 0

3 0
B و =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

1 1
1 1

، A =
é

ë
ê

ù

û
ú

1 1

2 2
فرض کنید

 B باشد اما AB AC= AB است. آیا ماتریس‌های B و C برابرند؟! معلوم است که جواب »نه« است. این یعنی ممکن است AC= =
é

ë
ê

ù

û
ú

0 0
0 0

و C برابر نباشند.
 ( ) ( )A B C A B C´ ´ = ´ ´  ضرب ماتریس‌ها خاصیت شرکت‌پذیری دارد.�

x کدام‌‌اند؟
x

O1
1 0

2 3 1
[[ ]] --éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú ==  جواب‌های معادلهء

4( 3 و 1  	  -1 3( 3 و 3- و 1 	 )2 	  -1 3- و )1
 A B C A B C´ ´ = ´ ´( ) ( ) از قبل آگاهی داریم که ضرب ماتریس‌ها دارای خاصیت شرکت‌پذیری است، یعنی:� 	   

 
-é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
+

é

ë
ê

ù

û
ú

1 0

2 3 1 2 3

x x
x

 را به دست می‌آوریم.�
-é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù

û
ú

1 0

2 3 1

x
پس ابتدا حاصل

 x
x
x

x x1
2 3

2 3 0
1 2

2 1

2

1 1[ ] -
+

é

ë
ê

ù

û
ú = - + + =´

´
´[ ] [ ] O باشد، بنابراین:� x برابر با

x
x

1
2 3

[ ] -
+

é

ë
ê

ù

û
ú حالا باید

 x x x x
x
x

2
2 3 0 3 1 0

3

1
- - = Þ - + = Þ

=
= -

ì
í
î

( ) ( ) - باشد، پس:� + + =x x2
2 3 0 یعنی باید

1- است. معادلهء ماتریسی داده‌شده دارای دو جواب 3 و

 در ضرب ماتریس‌ها خاصیت توزیع‌پذیری )و فاکتورگیری( برقرار است.     )توزیع‌پذیری از چپ(
 
A B C A B A C
B C A B A C A

´ ± = ´ ± ´
± ´ = ´ ± ´

ì
í
î

( )
( ) )توزیع‌پذیری از راست(         �

 اگر حاصل‌ضرب دو ماتریس صفر شود، نمی‌توان نتیجه گرفت یکی از دو ماتریس صفر بوده است. به عبارت دیگر ممکن است از ضرب‌کردن دو 
ماتریس غیرصفر یک ماتریس صفر به دست آید. مثلاً:

 A B AB=
é

ë
ê

ù

û
ú =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú Þ =

é

ë
ê

ù

û
ú

1 1

2 2

2 1

2 1

0 0

0 0
, �
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همان‌طور که ملاحظه می‌کنید، حاصل‌ضرب دو ماتریس صفر شده اما هیچ‌کدام از ماتریس‌ها، ماتریس صفر نبوده‌اند.

 حاصل‌ضرب دو ماتریس قطری، یک ماتریس قطری است و برای محاسبهء آن باید درایه‌های روی قطر اصلی دو ماتریس را نظیر‌به‌نظیر در هم 
ضرب کرد.

 
a
b
c

d
e
f

ad
be

cf

0 0
0 0
0 0

0 0
0 0
0 0

0 0
0 0
0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

úú
ú
ú

�

 ضرب ماتریس قطری در یک ماتریس مربعیِ هم‌مرتبه:

 
m

n
p

a b c
d e f
g h i

ma mb

A

0 0
0 0
0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=

Áoõ¤
� �� �� � �� ��

mmc
nd ne nf
pg ph pi

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

�

همان‌طور که می‌بینید! اگر ماتریس قطری از چپ در ماتریس A ضرب شود، سطر اول A در m، سطر دوم A در n و سطر سوم A در p ضرب می‌شود.

 
a b c
d e f
g h i

m
n
p

ma nb

A

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=

� �� �� � �� ��

0 0
0 0
0 0

Áoõ¤

ppc
md ne pf
mg nh pi

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

�

اگر ماتریس قطری از راست در ماتریس A ضرب شود، ستون اول A در m، ستون دوم A در n و ستون سوم A در p ضرب می‌شود.
A باشد، اتحادها در مورد آن‌ها برقرارند. اتحادهای مهم را ببینید  B B A´ = ´  اگر دو ماتریس A و B تعویض‌پذیر باشند یعنی

1( ( )A B A B AB+ = + +2 2 2 2 �2( ( )A B A B AB- = + -2 2 2 2 	3( ( ) ( )A B A B A B- + = -2 2 	
4( A B A B A AB B3 3 2 2+ = + - +( ) ( ) �5( A B A B A AB B3 3 2 2- = - + +( ) ( ) 	

) IA AI A= = In برقرارند. )چون I و A تعویض‌پذیر هستند؛ یعنی  An و  n´  اتحادهای بالا در مورد 

، ضرب ماتریس A با چه تعداد از ماتریس‌های زیر، خاصیت جابه‌جایی دارد؟ A ==
--

--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 2 3

2 0 1

4 1 2

 اگر

 A3 ت( 	 A A I2 2++ -- پ( 	  ( )A I++ 2 ب( 	  I A-- الف(
1 )4 	2 )3 	3 )2 	4 )1

 A باشد، با ماتریس I و A پس ضرب هر ماتریس که فقط شامل ماتریس‌هایی از ،)AI IA= می‌دانیم A و I تعویض‌پذیرند )یعنی 	  
خاصیت جابه‌جایی دارد.

A3 خاصیت جابه‌جایی دارد. A و A I2 2+ - ، ( )A I+ 2 ، I A- بدون این‌که ضربی انجام دهیم، خیلی شیک  می‌گوییم ضرب A با هر چهار ماتریس

b، آن‌گاه سطر اول 
i j
i jij ==

££
>>

ìì
íí
îî

1

0
a و

i j k
i j kij ==
++ ==
++ == ++

ìì
íí
îî

1 2

0 2 1
3 با این ویژگی باشند که 3´́ B دو ماتریس bij== [ ] A و aij== [ ]  اگر

 ( )kÎÎ ) کدام است؟ )A B-- 2 ماتریس
 0 0 1-[ ] )4 	  0 0 1[ ] )3 	  0 1 1-[ ] )2 	  0 1 0-[ ] )1

اول باید تکلیف درایه‌های دو ماتریس A و B را مشخص کنیم:  	  

 A B=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1 0 1

0 1 0

1 0 1

1 1 1

0 1 1

0 0 1

, �

 در ماتریس A هر جا مجموع شمارهء سطر و ستون یک درایه، عددی فرد بود به جای آن صفر و هر جا مجموع شمارهء سطر و ستون درایه، 
عددی زوج بود به جای آن یک گذاشتیم.

 A B- =
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

-
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=
-

-
é

ë

ê
1 0 1

0 1 0

1 0 1

1 1 1

0 1 1

0 0 1

0 1 0

0 0 1

1 0 0

êê
ê

ù

û

ú
ú
ú

A است که خودش را به شما نشان دهد! � B- حالا نوبت

A ضرب کنیم. B- A را در هر سه ستون B- ) را به دست بیاوریم کافی است سطر اول )A B- 2 برای این‌که سطر اول

( )A B- = -[ ]
-

-
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

= [ ]2
0 1 0

0 1 0

0 0 1

1 0 0

0 0 1Ï»H oõw �
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AB کدام است؟ BA++ A باشند، B-- ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

3 0

6 6
B2 و 7 4

12 7
==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú ، A

2 2 5

15 13
==

-- --éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú  اگر

 
- -
- -

é

ë
ê

ù

û
ú

6 1

27 16
)4 	 

- -
- -

é

ë
ê

ù

û
ú

4 1

27 16
)3 	 

-
- -

é

ë
ê

ù

û
ú

6 1

27 16
)2 	  

-
- -

é

ë
ê

ù

û
ú

4 1

27 16
)1

A ما را یاد اتحاد می‌اندازد؛ اما یادتان باشد اگر A و B تعویض‌پذیر نباشند، اتحاد بی‌اتحاد! یعنی: B- B2 و ، A2 	   

 ( ) ( ) ( )A B A B A B A AB BA B- = - - = - - +2 2 2 �

 
3 0

6 6

2 5

15 13

7 4

12 7

2
é

ë
ê

ù

û
ú =

- -é

ë
ê

ù

û
ú - - +

é

ë
ê

ù

û
úAB BA �

9 0

54 36

5 1

27 20

é

ë
ê

ù

û
ú =

-é

ë
ê

ù

û
ú - +( )AB BA بنابراین:	

 AB BA+ =
-é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú =

- -
- -

é

ë
ê

ù

û
ú

5 1

27 20

9 0

54 36

4 1

27 16
پس:�

 
اگر ماتریس A مربعی باشد، داریم: 

 

A A

A AA

A AA A A

A AA A An n n

1

2

3 2 2

1 1

=

=

= =

= =- -

.

. .

. .



�

 اگر A، ماتریسی مربعی، m و n طبیعی و k عددی حقیقی باشد، آن‌گاه:
 I In = �  (k )A k An n n= 	

 A A Am n m n´ = + �  ( )A Am n mn= 	
A3 و ... رابطه‌ای پیدا کنیم. ، A2 ،A به طور خاص در مورد توان‌های بزرگ!(، راه کلی این است که بین( A برای محاسبهء توان‌های ماتریس مربعی 

)تمرین کتاب درسی( A14 را به دست آورید.� A7 و A باشد، ==
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 0

0 1
 اگر

 A I2
1 0

0 1

1 0

0 1

1 0

0 1
=

-
é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú = A2 را به دست می‌آوریم.�  ابتدا

 A A I A IA A7 2 3 3= ´ = ´ = =(A ) A14 را به دست می‌آوریم.� A7 و A شده، خیلی راحت I2 = حالا که

 A I I14 2 7 7= = =(A ) �

A باشد به ماتریس A، ماتریس متناوب گویند؛ زیرا توان‌های زوج این ماتریس برابر I و توان‌های فرد آن برابر با خودِ ماتریس است. I2 =  اگر

A2021 کدام است؟ A باشد، ==
--
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

3 7

1 2
 اگر

 
-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

2 7

1 3
)4 	I )3 	 

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

3 7

1 2
)2 	  -I )1

A2 نداریم. A2021 راهی به‌جز پیداکردن برای رسیدن به 	  
 A2

3 7

1 2

3 7

1 2

2 7

1 3
=

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú �

A3 را نیز به دست آوریم. A2 که کمکی به ما نکرد! مجبوریم

 A I3
2 7

1 3

3 7

1 2

1 0

0 1
=

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú = - �

حالا شرایط بهتر شد. 
 A A A I A A2021 3 673 2 673 2 2

2 7

1 3
= ´ = - ´ = - =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú( ) ( ) �
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A کدام است؟ B4 3 B، مجموع درایه‌های سطر سوم ==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 2 3

0 1 3

0 0 2

A و ==
--

--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 2 1

0 3 4

0 0 1

 اگر

 -16 )4 	  -8 )3 	8 )2 	16 )1

 n درایه‌های روی قطر اصلی به توان ، ( )nÎ An را بخواهیم A باشد )A مثلثی باشد( و
a d e
b f
c

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

0
0 0

یادتان باشد! اگر 	  

می‌رسند و صفرها سر جایشان می‌مانند اما در مورد بقیهء درایه‌ها چیزی نمی‌دانیم. بنابراین:

 A
a b

c B

x y

z4

4

4

4

3

3

3

3

1

0 3

0 0 1

1

0 1

0 0 2

=

-

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

=

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú( )

, �A B
a b

c
x y
z4 3

1

0 81

0 0 1

1

0 1

0 0 8

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

	

A مشخص شود. B4 3 B3 ضرب کنیم تا سطر سوم A4 را در A خواسته شده، پس کافی است سطر سوم B4 3 از ما مجموع درایه‌های سطر سوم

 A B
x y
z4 3

0 0 1

1

0 1

0 0 8

0 0 8³¼w  oõw = [ ]
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

= [ ] �

A برابر 8 است. B4 3 مجموع درایه‌های سطر سوم

A1399 کدام است؟ A باشد، آن‌گاه ==

éé

ëë

êê
êê
êê
êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú
úú
úú
úú

1 2 3

1

2
1

3

2

1

3

2

3
1

 اگر

 1399A )4 	  31399 I )3 	  31398 A )2 	  31399 A )1

تکلیفمان  ببینیم  می‌آوریم  دست  به  را   A2  	  
مشخص می‌شود یا نه!

 A2

1 2 3

1

2
1

3

2

1

3

2

3
1

1 2 3

1

2
1

3

2

1

3

2

3
1

=

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

=

33 6 9

3

2
3

9

2

1 2 3

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

�

 A A2
3

1 2 3

1

2
1

3

2

1

3

2

3
1

3=

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

= A2 عدد 3 را فاکتور بگیریم، داریم:� اگر از تمام درایه‌های ماتریس

 A A2
3= A3 و ... باشیم. � ، A2 ،A باید به دنبال رابطه‌ای بین

 A A A A A A3 2 2 2
3 3 3 3 3= = = = =. ( ).A A ( ) �

 A A A A A A A A4 3 2 2 2 2 3
3 3 3 3 3= = = = =. ( ). ( ) , �

 A A1399 1398
3= خیلی ساده!  می‌توان نتیجه گرفت: �

 A A1399 1398
3= A شده، بنابراین: � A2

3= A است. در این تست که k An n= -1 A باشد، kA2 = اگر  

A کدام است؟ A A++ ++ ++2 1399
 BA باشد، حاصل B== AB و A==  اگر A و B دو ماتریس مربعی و

 1400A )4 	 1400I  )3 	 1399A )2 	 1398A )1
AB را از راست در A ضرب می‌کنیم و به جای B ،BA قرار می‌دهیم. A= طرفین رابطهء 	  

 AB A AB A A A BA AA

B

= ¾ ®¾ = Þ =´ ( ) ( )2 2


�

 AB A A AAB A= ¾ ®¾¾¾ ==2 2 �
A A A A A A A A A+ + + + = + + + + =2 3 1399

1399  ) است و در نتیجه داریم: � )n A AnÎ = A باشد، آن‌گاه A2 = اگر
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 با توجه به قسمت‌های بالا، می‌توان روش به دست آوردن توان ماتریس‌های خاص را به صورت زیر دسته‌بندی کرد: 
 ( )nÎ An، کافی است درایه‌های روی قطری اصلی A را به توان n برسانیم.  اگر ماتریس A قطری باشد، برای به دست آوردن

 A
a
b

A
a

b
n

n

n
=

é

ë
ê

ù

û
ú Þ =

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

0
0

0
0

�

 A
a
b
c

A

a

b

c

n

n

n

n

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

Þ =

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

0 0
0 0
0 0

0 0
0 0
0 0

�

 A A A An n2 = ¾ ®¾¾ =Î A باشد، آن‌گاه تمام توان‌های طبیعی A با خود A برابرند.� A2 =  اگر ماتریس A مربعی و
 ( )I In =  ماتریس I به هر توان طبیعی برسد برابر با I می‌شود.

 A kA A k An n n2 1= ¾ ®¾¾ =Î - A باشد، آن‌گاه:� kA2 =  اگر ماتریس A مربعی و

 A I
A A

A I
2 = Þ

=

=

ì
í
ï

îï

joÎ

Z»p A  باشد، آن‌گاه اگر A به توان طبیعی برسد، داریم:� I2 =  اگر ماتریس A مربعی و 

A2 یکی از حالت‌های خاص بالا باشد، تکلیف ما روشن  A2 است. اگر A قطری باشد یا  در برخورد با توان‌های ماتریس‌ها، اولین قدم، یافتن
A3 و ... رابطه‌ای پیدا کنیم. ، A2 ،A باید سعی کنیم بین A است. در غیر این صورت برای یافتن توان‌های بزرگ ماتریس

دختران و پسران عزیز، سلام!
قبل از حل تست‌ها به نکات زیر توجه کنید! 

 درس‌نامهء هر بخش را دقیق و کامل مطالعه کنید و مثال‌ها و تست‌های درس‌نامه را با دقت حل کنید.
 تست‌هایی که علامت  دارند کمی سخت‌تر از بقیهء تست‌ها هستند.

] نیست.( ]z ] بروید. )البته هیچ اجباری به زدن تست‌های سری ]z  پس از تسلط کامل به تست‌های هر بخش سراغ تست‌های سری
 در مواقع اورژانسی که برای زدن همهء تست‌ها وقت ندارید، تست‌های رنگی )به ‌ویژه تست‌های کنکورهای سراسری و تمرین کتاب درسی( تسلط 

نسبتاً خوبی بر مطالب هر بخش برای شما ایجاد خواهند کرد.
 حتماً حتماً حتماً پاسخ تست‌ها را با دقت و وسواس بررسی کنید؛ حتی اگر گزینهء درست را به عنوان پاسخ انتخاب کرده باشید.

A درست است؟-11 aij== ´́[ ]2 چه تعداد از گزاره‌های زیر در مورد ماتریس3
ب( در هر سطر سه درایه وجود دارد. الف( ماتریس A دارای دو ستون است.	

ت( هر ستون ماتریس A شامل دو درایه است. پ( ماتریس A سه سطر دارد.	
ث( ماتریس A دارای 6 درایه است.

4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1

a کدام است؟-22 a a21 12 22++ -- a باشد، حاصل

i j i j
i i j

i j i j

ij ==

++ <<
-- ==

-- >>

ìì

íí
ïïïï

îî
ïï
ïï

[ ]3 A و aij== ´́[ ]2 2 اگر

5 )4 	4 )3 	3 )2 	2 )1

3 زیر است؟-33 3´́ ، نمایش کدام ماتریس a
i i j
i j i j
j i i j

ij ==
++ ==
-- >>

-- <<

ìì

íí
ïï

îî
ïï

2

2
تعریف

 
3 1 5

0 4 5

1 1 5

-

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
)4 	 

3 3 5

1 4 5

1 1 5-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
)3 	 

3 3 5

1 4 4

2 1 5

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
)2 	 

3 1 5

0 4 5

2 1 5

-

- -

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
)1

B باشند، مجموع درایه‌های ستون دوم A و سطر سوم B کدام است؟-44 b j iij== == -- ´́[ ] [ ]2 3 3 1aa bb A و a i jij== == ++ ´́[ ] [ ]aa bb 1 3 اگر

 8 7a b- )4 	  7a b- )3 	 2 9a b- )2 	  3 7a b- )1
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55- ،X و حاصل‌ضرب درایه‌های غیر واقع بر قطر اصلی X 3 باشد، حاصل‌ضرب درایه‌های روی قطر اصلی ماتریس

1 2

3 4

4 5

3 1
4X I++

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú ==

-- --éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú ++ اگر

چه‌قدر اختلاف دارند؟

   8
3

)4 	  7
3

)3 	1
3

)2 	  1
9
)1

A کدام است؟-66 B++ B، مجموع درایه‌های سطر دوم ماتریس ij== -- ´́[ ]6 3 3 A و i j== -- ´́[ ]2 3 3 اگر

5 )4 	2 )3 2( صفر	 	  -2 )1

n کدام است؟-77 m-- c باشد، c23 133== -- c و c11 22 1== -- ++ ،C A B== -- 2 ،B
m

m n
==

-- ++
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 1

2 2 1
A و

m n
==

--
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 1 0

3 1
اگر

8 )4 	4 )3 	2 )2 	  -8 )1

B برابر باشند، مجموع درایه‌های ماتریس A کدام است؟-88
m

n

== --

++

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2

0 1

1 3
2

A و aij m n== ´́[ ] اگر دو ماتریس

10 )4 	12 )3 	14 )2 	16 )1

x کدام است؟-99 y k p n m-- -- ++ ++ -- A باشد، حاصل B== B و == -- ´́[ij i]3 3 ،A
m x
n m p
k y

==
++
-- --
++

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 1

1 2

2 3

اگر

 -11 )4 	  -9 )3 	  -7 )2 	  -5 )1

2 چه تعداد از گزاره‌های زیر درست است؟1010 3A B-- B باشند، در مورد ماتریس ==

--

--

-- -- --

éé

ëë

êê
êê
êê
êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú
úú
úú
úú

2

3
0

1

3

4

3

2

3
2

2

3

8

3

4

3

A و ==
--

--
-- -- --

éé

ëë

êê
êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú
úú

1 0
1

2

2 1 3

1 4 2

اگر

پ( ماتریس اسکالر است. ب( ماتریس قطری است.	 الف( ماتریس صفر است.	
4( صفر 	1 )3 	2 )2 	3 )1

A یک ماتریس قطری باشد، مجموع درایه‌های روی قطر اصلی A کدام است؟1111
mn n
m m n

==
--

++ ++
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

3

2
اگر ماتریس

11 )4 	-1 )3 	-5 )2 	-6 )1

A کدام است؟1212 I-- 2 صدق کند، ماتریس
2 3

2 3
4I A

m m
n n

A-- ==
-- --
++ --

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú -- اگر ماتریس قطری A در رابطهء

0 0

0 2

é

ë
ê

ù

û
ú )4 	

-é

ë
ê

ù

û
ú

2 0

0 0
)3 	

- -
-

é

ë
ê

ù

û
ú

1 1
1 1

)2 	
0 0
0 0

é

ë
ê

ù

û
ú )1

1-- باشد، مجموع درایه‌های ستون سوم این ماتریس کدام است؟1313
8

3، برابر 3´́ اگر حاصل‌ضرب درایه‌های روی قطر اصلی یک ماتریس اسکالر

-1
24

)4 	-1
2

)3 	 1
24

)2 	1
2
)1

چگونه 1414  ، c

m j
n i j

i p
m n i j

i j
m n i j

ij ==

-- <<

++
++

==

++
--

>>

ìì

íí

ïï
ïï
ïï

îî

ïï
ïï
ïï

[ ]

[ ]

[ ]

2

3

تعریف با   C cij== ´́[ ]3 3 ماتریس هستند.  مساوی   B
p n

==
-- --

--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

7

1 3
و  A

p n
m

==
++ --
-- --

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

11

2 3
ماتریس دو 

ماتریسی است؟

4( ماتریس غیرقطری 3( ماتریس اسکالر	 2( ماتریس همانی	 1( ماتریس صفر	

A کدام است؟1515 B-- A ماتریسی اسکالر باشد، حاصل‌ضرب درایه‌های واقع بر قطر اصلی B-- B و
m m
n n

==
++

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú2
،A == -- ´́[i j]2 2 اگر

4 )4 	1 )3 2( صفر	 	  -1 )1
A کدام است؟1616 B++ 3B باشد، مجموع درایه‌های سطر سوم ماتریس A I-- == A و j mij== == ++[a ] [(i ) ] اگر B ماتریس اسکالر از مرتبهء 3،

4( به مقدار m بستگی دارد. 	1
3

)3 	2
3

)2 	1 )1
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A صدق کنند، 1717 I B C++ == ++ b و A یک ماتریس اسکالر با مجموع درایه‌های 12 باشندکه در رابطهء
i j i j
j i i jij ==
++ ££
-- >>

ìì
íí
îî

B با تعریف bij== ´́[ ]3 3 اگر

مجموع درایه‌های ماتریس C کدام است؟
 -12 )4 	  -9 )3 	-5  )2 	  -4 )1

m کدام است؟1818 n-- ، حاصل
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú ==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú --[[ ]]2

1
1 2

m
n

x
y

در تساوی

6 )4 	5 )3 	3 )2 	2 )1

B باشد، کوچک‌ترین درایهء ماتریس AB کدام است؟1919 ==
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 0 3

1 2 1
A و ==

--éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 1

0 2

3 1

اگر

2 )4 	 1 )3 2( صفر	 	  -2 )1

)ریاضی خارج 98(2020  یک ماتریس قطری است؟�
x

y

--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú ´́

--éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 4

2 3 1

2 2

1 0

1

به ازای کدام مقدار x و y، ماتریس

x y= = -1 5, )4 	x y= = -2 5, )3 	x y= = -2 7, )2 	x y= = -1 7, )1

B کدام است؟2121 A´́ A یک ماتریس قطری باشد، مجموع درایه‌های غیرواقع بر قطر اصلی B´́ B و ==
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 2

3 2
،A

a
b

==
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

4

1
اگر

)برگرفته از تمرین کتاب درسی( �24 )4 	 14 )3 	8 )2 1( صفر	

 چگونه ماتریسی است؟2222
-- -- --

-- ++ ++ --

éé

ëë
êê
êê

ùù

ûû
úú
úú

3 1

3 4
2 2

x x y

y x x y
B و ماتریس BA قطری باشد، ماتریس

x
y

==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

4

3
، A ==

--
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 2

1 2
اگر

4( ماتریس صفر 3( ماتریس قطری	 2( ماتریس اسکالر	 1( ماتریس همانی	

b تعریف شده‌اند و m و n اعداد طبیعی 2323
i i j
m i j
n i j

ij ==
-- -- ==

<<
>>

ìì

íí
ïï

îî
ïï

1
a و

i i j
m i j
n i j

ij ==
-- -- ==

<<
>>

ìì

íí
ïï

îî
ïï

2
1

B به صورت bij== ééëë ùùûû ´́2 3
A و aij== ééëë ùùûû ´́3 2

دو ماتریس

 چگونه ماتریسی است؟
m m

n
n
m m n

--

-- ++ --

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

3

1

[ ]

[ ]
B ماتریسی قطری باشد، ماتریس A´́ یک‌رقمی هستند. اگر

4( اسکالر 3( قطری	 2( همانی	 1( غیرقطری	

m کدام است؟2424 n2 2-- AB صدق کنند، حاصل BA O-- == B در شرط
m

n
==

--
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1
1

A و
m

n
==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

0
0

اگر دو ماتریس

4( نامشخص 	2 )3 2( صفر	 	  -2 )1

A کدام است؟2525 ´́
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

3

4
A باشد، حاصل ´́

--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú ==

--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

5

2

7

7
A و ´́

--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú ==

--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1

3

2

4
اگر

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

3

1
)4 	

-é

ë
ê

ù

û
ú

3

1
)3 	

3

1-
é

ë
ê

ù

û
ú )2 	

3

1

é

ë
ê

ù

û
ú )1

A باشد؟2626 ´́
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú ==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 1

0 0

0 0

8 4
A2 وجود دارد که 2´́ چند ماتریس

4( بی‌شمار 	 2 )3 	1 )2 1( صفر	

)تمرین کتاب درسی(2727 A کدام است؟� B´́ b باشند،
i i j
i j i j
i j i j

ij ==
++ ==

++ >>
-- ++ <<

ìì

íí
ïï

îî
ïï

2
1

2

a و
i i j
i j i j
j i i j

ij ==
-- ==

-- >>
-- <<

ìì

íí
ïï

îî
ïï

2
1

B به صورت bij== ´́[ ]2 3 A و aij== ´́[ ]3 2 اگر

 
1 5 5

5 18 19

5 11 13

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
)4 	 

3 5 1

11 16 3

7 7 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
)3 	 

- - -é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1 5 5

5 18 19

5 11 13

)2 	 
- - -é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

3 5 1

11 16 3

7 7 1

)1
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4 باشد، مجموع عناصر روی قطر اصلی BA چه‌قدر است؟2828 3 2 7a b c++ -- == B و

b

c
==

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2 0 0

5 4 0

5 6 4

،A a==
--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

3 0 0

7 2 0

8 4 1

 اگر

 21 )4 	 18 )3 	16 )2 	14 )1

C، آن‌گاه حاصلc23 کدام است؟2929 A B ij== ´́ == [c ] B و bij== ==
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú[ ]

1 2 4

5 2 1
،A aij== ==

--éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

[ ]
3 1

5 2

7 1

اگر

24 )4 	22 )3 	16 )2 1( صفر	

)ریاضی خارج 1400(3030 ، کدام است؟� A . مجموع عناصر روی قطر اصلی ماتریس A ==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú

0 0 1

1 0 0

0 1 0

7 8 4

3 2 5

6 9 3

0 1 0

1 0 0

0 0 1úúúú
فرض کنید

 21 )4 	 19 )3 	 17 )2 	 12 )1

C باشند، درایهء سطر دوم و ستون سوم ماتریسBAC کدام است؟3131 ==
--

--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

5 8 1

4 3 0

7 9 2

B و ==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 2 3

4 5 6

7 8 9

، A ==
--éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 3 2

0 4 1

5 0 0

اگر

-2 )4 3( صفر	 	52 )2 	661 )1

)سراسری ریاضی 1400(3232 A کدام است؟� . مجموع درایه‌های سطر سوم ماتریس A ==
--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

--éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

1 0 1

0 1 0

0 1 1

7 8 4

3 2 5

6 9 3

0 1 1

1 0 0

0 1 1

úúúú
úú
úú
فرض کنید

 13 )4 	 12 )3 	  5 )2 	  3 )1

aa کدام است؟3333 bb++ B و ضرب دو ماتریس خاصیت جابه‌جایی داشته باشد، ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 2

aa bb
، A ==

--
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 1

3 1
اگر

1 )4 	 3 )3 	5 )2 	7 )1

sin کدام است؟3434
cos cos

cos cos
cos

sin sin
75

15 75

105 15
75

15 10


 

 



éé

ëë
êê
êê

ùù

ûû
úú
úú

++
-- 55

15 75



 cos cos

éé

ëë
êê
êê

ùù

ûû
úú
úú
حاصل

 
0 0

1 1

é

ë
ê

ù

û
ú )4 	  O )3 	 

0 1

0 1

é

ë
ê

ù

û
ú )2 	I )1

)سراسری ریاضی 98(3535 ، عدد غیرصفر x کدام است؟� x x
x
x2 1

3 1 1

4 0 2

1 2 0

2

1

0--[[ ]]
--

--
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú --

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

== از رابطهء ماتریسی

3

5
)4 	4

9
)3 	3

8
)2 	2

9
)1

1 کدام است؟3636 1 2

1 1

1 2 2

0 1

2

1

0--[[ ]]
--

--
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

--éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

==
x

x
x حاصل‌جمع ریشه‌های معادلهء

 - 3

2
)4 	  -1 )3 	1 )2 	  3

2
)1

aa کدام است؟3737
bb

bb
aa

++ ]]-- باشند، حاصل ]]
--

--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

==1 2

3 1 0

2 1 1

1 1 2

3

1

17x x bb ریشه‌های معادلهء aa و اگر

16

3
)4 	13

3
)3 	10

3
)2 	7

3
)1

aa کدام است؟3838 bb2 2++ 1 باشند، حاصل 2

1 1 3

0 1 2

1

2

1

0

6

2

x

x x

[[ ]]
-- --éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

== bb ریشه‌های معادلهء aa و اگر

13 )4 	10 )3 	8 )2 	5 )1
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] کدام است؟3939 ]3 3 2

2 3 1

1 0

2 1 1

3

2

1

0-- --
-- ++

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

--
--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

==x x
x

مجموع معکوس ریشه‌های معادلهء

 -2 )4 	  -1 )3 	1
2
 )2 	1 )1

B کدام است؟4040 A B A
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú ++

-- --
-- --

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 1

3 0

1 1

3 3
BA باشد، مجموع درایه‌های ماتریس ==

--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

0 1

2 3
2 باشند و 2´́ اگر B و A هر دو

 -12 )4 	  -6 )3 	  -2 )2 1( صفر	

m ،A کدام است؟4141
a a

a
2 11 12

226
==

--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú A و m

==
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 1
1

اگر

3 )4 	 2 )3 	  -2 )2 	  -3 )1

-- کدام است؟4242 ++ --[[ ]]éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú(b ) a1
a
b

A2 باشد، حاصل 3 5

5 8
==

--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú A و

a
b

==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2

1
اگر

7 )4 	5 )3 	1 )2 	  -1 )1

)سراسری ریاضی 84(4343 ) کدام است؟� , )aa bb A، دوتایی A I2 == ++aa bb A و ==
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 1

5 4
اگر

 ( , )4 3 )4 	  ( , )4 11 )3 	  ( , )2 13 )2 	  ( , )2 11 )1

)ریاضی خارج 96(4444 A کدام است؟� A2
4-- a تعریف شده است. مجموع درایه‌های ماتریس

i j
i jij ==

==
¹¹

ìì
íí
îî

1

2
A به صورت aij== ´́[ ]3 3 ماتریس

21 )4 	 18 )3 	15 )2 	12 )1

)سراسری ریاضی 83(4545 A کدم است؟� A7 4-- A باشد، ماتریس ==
--
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 1

3 2
اگر

 
1 2

2 3- -
é

ë
ê

ù

û
ú )4 	 

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

1 1

3 3
)3 	 

1 1

3 3

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú )2 	 

1 0

3 1

é

ë
ê

ù

û
ú )1

A3 کدام است؟�4646 A، درایهء سطر دوم و ستون سوم ماتریس
x y
x==

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1

0 1

0 0 1

اگر

 3 2 2( )x y+ )4 	 2 2 2( )x y+ )3 	  3y )2 	  3x )1

)سراسری ریاضی 99(4747 A3 کدام است؟� A باشد، درایه‌های سطر اول ماتریس == --
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2 1 5

3 0 4

1 0 2

اگر

30 6 86[ ] )4 	 24 8 86[ ] )3 	 30 6 78[ ] )2 	 30 6 64[ ] )1

)ریاضی خارج 99(4848 A4 کدام است؟� A باشد، درایه‌های سطر اول ماتریس ==
--
--
--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

3 3 4

2 3 4

0 1 1

اگر

1 0 1[ ] )4 	0 0 1[ ] )3 	1 0 0[ ] )2 	0 1 0[ ] )1

a کدام است؟4949 b-- ) آن‌گاه )A I
a b
c d

++ ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

6 A و ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 1
1 1

اگر

36 )4 	 1 )3 	  -1 )2 1( صفر	

A کدام است؟5050 A A A++ ++ ++2 3 ، حاصل‌جمع درایه‌های ماتریس4 A ==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

0 1 1

0 0 1

0 0 0

در ماتریس

12 )4 	 6 )3 	4 )2 	3 )1

B کدام است؟5151 A2 B، مجموع درایه‌های روی قطر اصلی == --
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 0 0

0 2 0

0 0 2

A و ==
--

--
--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 0 0

0 3 0

2 1 2

اگر

 9 )4 	  -1 )3 	  -5 )2 	  -9 )1
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A کدام است؟5252 B2 B باشند، درایهء واقع در سطر سوم و ستون دوم ماتریس ==

--

--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 1

2 1

3 2

A و ==
--

--
--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2 0 0

0 3 0

1 0 5

اگر

68 )4 	18 )3 	  -43 )2 	  -50 )1

A6 مجموع درایه‌های ستون دوم کدام است؟5353 ، در ماتریس A ==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 1 1

0 1 1

0 0 1

اگر

27 )4 	 7 )3 	6 )2 	1 )1

A6 کدام است؟5454 A باشد، حاصل‌جمع درایه‌های سطر اول ماتریس ==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 3 3

0 1 0

0 0 1

اگر

 ( )2 3 1
6´ + )4 	  ( )2 3 1

5´ + )3 	37 )2 	31 )1

)ریاضی خارج 92(5555 A4 کدام می‌باشد؟� ، ماتریس A ==
--
--
--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

3 3 4

2 3 4

0 1 1

اگر

4( همانی 3( قطری غیرهمانی 	 2( پایین‌مثلثی	 1( بالامثلثی	

A5 کدام است؟5656 ، مجموع درایه‌های A ==
-- -- --
-- -- --
-- -- --

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 1 1
1 1 1
1 1 1

اگر

 36 )4 	  -36 )3 	  37 )2 	  -37 )1

A کدام است؟5757 A1402 2023++ A باشد، مجموع درایه‌های ماتریس ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 1

0 1
اگر

3429 )4 	3427 )3 	3425 )2 	3423 )1

A، مقدار k کدام می‌تواند باشد؟5858 kA12 4== ( ) A و ==
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

0 2

1 0
اگر

64 )4 	4 )3 	  -2 )2 	  -4 )1

A کدام است؟5959 A1400 1401-- ، ماتریس A ==
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 1

0 1
اگر

2 1

0 0

-é

ë
ê

ù

û
ú )4 	 

1 1

0 0

-é

ë
ê

ù

û
ú )3 	 

0 1

0 0

-é

ë
ê

ù

û
ú )2 	  O )1

6060( )nÎÎ A برابر 7 باشد، m کدام است؟  An n2 2 1-- -- A و مجموع درایه‌های ماتریس
m

==
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 0

1
اگر

 -5 )4 	  -4 )3 	3 )2 	10 )1

A2021 کدام است؟6161 A باشد، ==
-- --éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 3

0 2
اگر

 21010I )4 	 22020A )3 	 21010A )2 	 22020I )1

A1400 کدام است؟6262 a باشد،
j i j

jij ==
-- ==

==
ìì
íí
îî

1

1 2
A با تعریف ij== ´́[a ]2 2 اگر

   -A2 )4 	I )3 	A )2 	  A2 )1

C باشد، مجموع درایه‌هایC1402 کدام است؟6363 A B== ´́ B و == -- --[[ ]]1 1 2 ، A ==
--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2

3

1

اگر

1402 )4 	8 )3 	-8 )2 	-1402 )1

a کدام است؟6464 b c d++ ++ --  باشد، حاصل
12 1

24 1

1 0

2 1

1 2

6 3

12

-- --
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú --

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

--
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú ==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

a b
c d

اگر

12 )4 	9 )3 	7 )2 	6 )1
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6565 A1401 A، ضرب درایه‌های روی قطر اصلی ماتریس
a b a b

b a a b
I A--

-- ++

-- -- -- --

éé

ëë
êê
êê

ùù

ûû
úú
úú

== --
2

2

2 2

1 2 3
2 3

( )
اگر A یک ماتریس قطری باشد و داشته باشیم

کدام است؟
 21401 )4 	1 )3 	 2 1401- )2 	  -1 )1

B کدام است؟6666 C2 2++ C باشد، ماتریس A I== ++ B و I A== -- ، A ==
--

--

éé

ëë

êê
êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú
úú

0 0 5

0 1 0

1

5
0 0

اگر

 4A )4 	  4I )3 	  -4I )2 	  -4A )1

) کدام است؟6767 )( )2 3A B A B-- ++ BA و A و B دو ماتریس تعویض‌پذیر باشند، حاصل ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

4 4

6 10
،B2 10 2

3 7
==

--
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú ، A

2 7 10

15 22
==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú اگر

 
4 46

69 73

é

ë
ê

ù

û
ú )4 	 

4 34

51 115

é

ë
ê

ù

û
ú )3 	 

12 42

63 135

é

ë
ê

ù

û
ú )2 	 

64 46

69 73

é

ë
ê

ù

û
ú )1

6868 ( )( )B A A B-- ++2 3 AB و B اسکالر باشد، درایهء واقع در سطر دوم و ستون اول ماتریس ==
-- --
-- --

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

9 12

6 24
B2 و 9 0

0 9
==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú ، A

2 3 4

2 8
==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú اگر

کدام است؟
76 )4 	38 )3 	34 )2 	26 )1

AB کدام است؟6969 BA++ A، حاصل B++ ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

3 2

2 3
B2 و 7 3

9 7
==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú ، A2 0 3

3 3
==

--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú برای دو ماتریس A و B داریم

 
1 4

5 2

é

ë
ê

ù

û
ú )4 	 

3 3

3
3

2

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
)3 	 

6 6

6 3

é

ë
ê

ù

û
ú )2 	 

2 2

2 1

é

ë
ê

ù

û
ú )1

A کدام است؟7070 B AB BA2 2++ -- -- A می‌باشند، حاصل B C== ++ سه ماتریس هم‌مرتبهء B ، A و C دارای رابطهء

 C2 )4 	  C )3 	  O )2 	  -C2 )1

] کدام است؟7171 ]x y
x

2

1

2--
--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú
) صدق می‌کنند، حاصل )(A B) AA B B-- ++ == --2 2 B در رابطهء  ==

-- --
-- --

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

4 3

3 4
A و

x y
==

--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 1
ماتریس‌های

5 )4 	3 )3 	1 )2 	  -3 )1

) کدام است؟7272 )A AB BA B2 2 3++ ++ ++ B صدق می‌کنند، مجموع درایه‌های ماتریس A==
-- --éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

--

1

2
1

3

4

1

2

ماتریس‌های مربعی A و B در رابطهء

 - 1

4
)4 	  - 1

2
)3 	  -1 )2 	  -2 )1

A کدام است؟7373 A5 4-- A باشد، I A2 2-- == اگر A یک ماتریس مربعی و

 A )4 	 12 5A I+ )3 	 17 7A I+ )2 	 29 12A I+ )1
A2021 کدام است؟7474 A باشد، I A2 ++ == اگر

 I A- )4 	  -I )3 	 A I- )2 	  -A )1
B1401 کدام است؟7575 A باشد، حاصل B I A++ == -- A و A2 == اگر

B )4 	 1401I )3 	A )2 	I )1
) برابر با کدام است؟7676 )BA2 BA برقرار است. ماتریس1403 B== AB و A== برای دو ماتریس متمایز A و B روابط

I )4 	A )3 	-I )2 	B )1
A کدام است؟7777 AB kB2 -- ++ A باشد، حاصل B kI-- == -- اگر

 -k I2 )4 	  -k2 )3 	  k I2 )2 	  k2 )1

A کدام است؟7878 B2 2 BA باشد، A== AB و B== اگر
 A2 )4 	 B )3 	A )2 	I )1

A کدام است؟7979 B2 A باشد، B I++ == B و B2 == -- اگر
 4B )4 	 2B )3 	  -2B )2 	  -4B )1
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B3 کدام است؟8080 AB باشد، ماتریس A2 == BA و B== اگر

AB )4 	B )3 	A )2 	I )1
B باشد، کدام گزینه نادرست است؟8181 A I-- == B و B I2 == ++ اگر A و B دو ماتریس مربعی هم‌مرتبه باشند،

 B A I2 = )4 	 A B A2 = )3 	 BA I= )2 	 AB BA= )1
2 کدام است؟8282 3

7 4A A-- AB باشد، B== BA و A== 2 اگر
 2A )4 	 A )3 	  O )2 	  -A )1

A کدام است؟8383 BA B( )4 AB است، مجموع درایه‌های ماتریس ==
--
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 1

2 2
A و B دو ماتریس مربعی و

2 )4 	 1 )3 2( صفر	 	  -1 )1
B باشند، k کدام است؟8484 A kAB3 3== AB و BA O-- ==2 اگر

 -8 )4 	  - 1

8
)3 	  1

8
)2 	8)1

A کدام است؟8585 A B A B A B( )( )( )++ -- --2 2 باشد، حاصل 3A B O++ == A و A2 3

2
== -- اگر

 5I )4 	  -5I )3 	-5A  )2 	  5A )1

0 باشند، درایهء سطر چهارم و ستون سوم ماتریس AB کدام است؟8686 5 2 1, , ,-- ،B 1-- و درایه‌های ستون سوم ماتریس 2 5 0, , , ،A اگر درایه‌های سطر 4 ماتریس
20 )4 	 10 )3 	5 )2 	2 )1

] کدام است؟8787 ]1 1 2

2 1

0 1

3 2 1

2

10 0-- -- --
--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

--
--
--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

==
x

x
x

حاصل‌ضرب ریشه‌های معادلهء

 -1 )4 	  -5 )3 	  -9 )2 	  -14 )1

A6 کدام است؟8888 A باشد، مجموع درایه‌های ماتریس ==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 1 1
1 1 1
1 1 1

اگر

 38 )4 	  37 )3 	  36 )2 	 35 )1
mAB چه‌قدر است؟8989 B A3 3== BA، مقدار m از رابطهء AB O-- ==3 اگر A و B دو ماتریس مربعی هم‌مرتبه باشند و

 27 )4 	  - 1

27
)3 	  -27 )2 	  1

27
)1

A باشد، کدام نتیجه‌گیری درست است؟9090 B I++ == A و A2 == اگر A و B دو ماتریس مربعی هم‌مرتبه باشند، به طوری که
 A B= 2 )4 	 AB I2 = )3 	 AB I= )2 	 AB BA= )1

 کدام است؟9191
1 0

3 1

1 0

1 1

1 0

1 1

1 0

3 1

1 0

4 1

1 0

5 1--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú --

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

éé

ëë
êêêê

ùù

ûû
úú حاصل

1 6

9 1

é

ë
ê

ù

û
ú )4 	

1 0

9 1

é

ë
ê

ù

û
ú )3 	

1 5

5 1

é

ë
ê

ù

û
ú )2 	

1 0

5 1

é

ë
ê

ù

û
ú )1

A کدام است؟9292 A1400 1399-- ، حاصل A ==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

0 0 1

0 1 0

1 0 0

اگر

 O )4 	 
1 0 1

0 0 0

1 0 1

-

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
)3 	 

1 0 1

0 0 0

1 0 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
)2 	 

-

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1 0 1

0 0 0

1 0 1

)1

A کدام است؟9393 An n-- --1 A حاصل ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 0

0 1
در ماتریس

 
2 0

0 1

é

ë
ê

ù

û
ú )4 	  2 0

0 1

1n-é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
)3 	  2 0

0 0

1n-é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
)2 	 

2 0

0 0

é

ë
ê

ù

û
ú )1
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BAn، آن‌گاه:9494 ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

4 41

3 32
B و ==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

4 1

3 2
، A ==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 1

0 1
اگر

 n = 8 )4 	  n = 9 )3 	  n =10 )2 	  n = 11 )1
) کدام است؟9595 )2

1399A I-- A، آن‌گاه A O2 -- == اگر A یک ماتریس مربعی باشد به طوری که

 2A I- )4 	 A )3 	I )2 	  O )1
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3b به دست می‌آید. شمارهء سطر درایه در
ماتریس B یک ماتریس ستونی است )سه سطر و یک ستون دارد(؛ بنابراین 
برابر   B اول  ستون  و  در سطر سوم  واقع  درایهء  یعنی   B سوم  درایهء سطر 
 b31 2 1 3 3 2 9= ´ - ´ = -( ) ( )a b a b می‌شود با:�

a را خواسته که برابر است با: b12 31+ سؤال از ما
 a b12 31 2 2 9 3 7+ = + + - = -( ) ( )a b a b a b �

I را می‌شناسیم. -55 =
é

ë
ê

ù

û
ú

1 0

0 1
	

2 هستند؛ زیرا فقط ماتریس‌های  2´  همهء ماتریس‌های داده‌شده
هم‌مرتبه قابلیت جمع و تفریق دارند. با توجه به صورت سؤال، داریم:

 3
4 5

3 1

4 0

0 4

1 2

3 4

1 7

0 1
X =

- -é

ë
ê

ù

û
ú +

é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú =

- -é

ë
ê

ù

û
ú �

 Þ =

- -é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

X

1

3

7

3

0
1

3

�

 Þ
= -Â±ÅH oõ¤ ÁIÀï¾ÄHnj Joò ®ÅIe

Â±ÅH oõ¤ oM Í¤H»oÃü ÁIÀï¾ÄHnj Joò®Å

1

9

IIe =

ì
í
ï

îï 0

�

درایه‌های  حاصل‌ضرب  و  اصلی  قطر  روی  درایه‌های  حاصل‌ضرب  اختلاف 
1 است.

9
غیرواقع بر قطر اصلی X، برابر

نیازی نیست هر دو ماتریس را بنویسیم و با هم جمع کنیم! -66 	
بلکه کافی است سطر دوم هر دو ماتریس را به دست آوریم و با هم جمع کنیم.

 a a a
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22
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23

2
2 1 1 2 2 2 2 3 7= - = = - = - = - = -, , , �

 b b
21 22

6 2 1 4 6 2 2 2= - ´ = = - ´ =( ) , ( ) , �
 b

23
6 2 3 0= - ´ =( ) �

 A B+ = - -[ ] + [ ] = -[ ]1 2 7 4 2 0 5 0 7 بنابراین:�
5 است. 0 7 2+ - = - A برابر با B+ مجموع درایه‌‌های سطر دوم

برابر -77 دو  منهای   A درایهء  هر  می‌گوید   C A B= - 2 	
درایهء نظیرش در B، درایهء نظیر در C را می‌سازد. بنابراین:

 c a b11 11 112 2 2 1 4= - = - - = -( ) �
 c a b m m m22 22 222 2 2 4= - = - - = - +( ) �

c است، پس: c11 22 1= - + با توجه به این‌که
 - = - - + + Þ = -4 4 1 1( )m m �

c برویم. c23 133= - حالا باید سراغ
 c a b n n n23 23 232 1 2 1 3= - = - - + = - -( ) ( ) �
 c a b m m13 13 132 0 2 2 2 1 2= - = - = - = - - =( ) ( ) �

. n = 3 - نتیجه می‌شود - = -n 3 6 از تساوی
3 است. 1 4- - =( ) n بود که برابر با m- خواستهء سؤال

برای این‌که دو ماتریس A و B مساوی باشند باید:-88 	
 دو ماتریس هم‌مرتبه باشند.

 3 2´ A نیز 3 است پس  2´ B یک ماتریس این‌که ماتریس  به  با توجه 
n است. = 2 m و = 3 است؛ یعنی

سه -11 سطر،  دو  یعنی  است؛   2 3´ مرتبهء از   A ماتریس  	
ستون و 6 درایه دارد.
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هر سطر ماتریس A شامل سه درایه و هر ستون A شامل دو درایه است.
بنابراین گزاره‌های )ب(، )‌ت( و )ث( درست هستند.
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ú2 در حالت کلی به شکل 2´ ماتریس 	

سؤال از ما سه درایه از چهار درایهء ماتریس را خواسته! برای به دست آوردن 
هر درایه نیز رابطه‌ای را به ما داده! ما هم درایه‌هایی را که خواسته به دست 

می‌آوریم و تحویلش می‌دهیم.
j است. با  = 2 i و = 1 ،)A درایهء واقع در سطر اول و ستون دوم( a12 در
i به دست می‌آوریم.  j+ a12 را از رابطهء i است، درایهء j< توجه به این‌که
 a12 1 2 3= + = بنابراین:�
j است. از  = 1 i و = 2 ،)A درایهء واقع در سطر دوم و ستون اول( a21 در
به دست می‌آید. پس:  i j- رابطهء از   a21 درایهء است،   i j> آن‌جایی که
 a21 2 1 1= - = �
j است.  = 2 i و = 2 ،)A درایهء واقع در سطر دوم و ستون دوم( a22 در
می‌کنیم.  مشخص   [ ]-i

3 رابطهء کمک  به  را   a22 درایهء است،   i j= چون

 a22
2

3
1= - = -[ ] بنابراین:�

با برابر  که  بیاوریم  دست  به  را   a a a21 12 22+ - حاصل باید  نهایت  در 
1 است. 3 1 5+ + =

3 به شکل زیر است:-33 3´ صورت کلی یک ماتریس 	
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 هر جا شمارهء سطر و ستون درایه برابر بودند کافی است شمارهء سطر را 
 a33 a22 و ، a11با 2 جمع کنیم و به جای آن درایه بنویسیم. )درایه‌های

این‌طور هستند.(
 هر جا شمارهء سطر از شمارهء ستون بزرگ‌تر بود، شمارهء سطر را منهای 
 a

31
، a

21
شمارهء ستون می‌کنیم و به جای آن درایه می‌نویسیم. )درایه‌های

a این ویژگی را دارند.(
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و
 هر جا شمارهء سطر از شمارهء ستون کوچک‌تر بود، دو برابر شمارهء ستون 
 a

13
، a
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را منهای شمارهء سطر می‌کنیم و به جای آن درایه می‌نویسیم. )

a چنین خصوصیتی دارند.(
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به تعریف درایه‌های ماتریس A  می‌گوید -44 	
برای به دست آوردن هر درایه از ماتریس A باید شمارهء سطر آن درایه را در
b ضرب کنید و حاصل این دو ضرب را با هم  a و شمارهء ستون آن را در

جمع کنید.
حواسمان هست! که A یک ماتریس سطری است )یک سطر و سه ستون 
دارد(؛ بنابراین درایهء ستون دوم A یعنی درایهء واقع در سطر اول و ستون 
 a12 1 2 2= ´ + ´ = +( ) ( )a b a b دوم A برابر است با:�
2a منهای ضرب  هر درایهء ماتریس B از ضرب شمارهء ستون آن درایه در



حي
ري

تش
مة 

خ‌نا
اس

پ

143

4
2 3

2 3
2A A

m m
n n

I- =
- -
+ -

é

ë
ê

ù

û
ú - �

Þ =
- -
+ -

é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú3

2 3

2 3

2 0

0 2
A

m m
n n

�

Þ =
- -
+ -

é

ë
ê

ù

û
ú3
3

2 1
A

m m
n n

�

3A نیز قطری است و درایه‌های  از آن‌جا که ماتریس A قطری است، پس
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ماتریس اسکالر، ماتریسی است قطری که درایه‌های روی 1313 	
قطر اصلی آن با هم برابرند.
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3 به صورت 3´ ماتریس اسکالر
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ماتریس مورد نظر به شکل

1- است.
2

سوم آن برابر

درایه‌های 1414 باید  پس  مساوی‌اند،   B و   A ماتریس  دو  	
نظیربه‌نظیر دو ماتریس برابر باشند.
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حالا که تکلیف m، n و p روشن شد باید براساس تعریف داده‌شده، ماتریس 
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+ C را بنویسیم. درایه‌های روی قطر اصلی ماتریس C از رابطهء
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درایه‌های روی قطر اصلی ماتریس C با هم برابرند و تمام درایه‌های غیرواقع 
بر قطر اصلی C، صفرند؛ پس ماتریس C، اسکالر است.

 درایه‌های متناظر در دو ماتریس A و B برابر باشند.
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2 است. 3 0 1 5 3 12+ + + - + + =( ) مجموع درایه‌های A برابر با

باید B را با درایه‌هایش بنویسیم؛ آن هم به کمک تعریفی -99 	
که داده!
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از 1010 چندتا  ببینیم  و  آوریم  دست  به  را   2 3A B- باید 	
2 درست است؟! 3A B- گزاره‌ها در مورد
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است،  صفر  ماتریس  این‌که  بر  علاوه  ماتریس  این  شد.   2 3A B O- =
اسکالر هم  اصلی صفرند.  بر قطر  تمام درایه‌های غیرواقع  زیرا  قطری است 

هست؛ زیرا قطری است و درایه‌های روی قطر اصلی با هم برابرند.
، هم قطری است هم اسکالر   ( )On n´  ماتریس مربعی صفر
2 درست هستند. 3A B- بنابراین هر سه گزارهء )الف(، )ب( و )پ( در مورد

است؛ 1111  
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b
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ú شکل به   2 مرتبهء  از  قطری  ماتریس  	

یعنی درایه‌های غیرواقع بر قطر اصلی ماتریس A باید صفر باشند تا ماتریس 
A قطری باشد.
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- است. + = -6 1 5 مجموع درایه‌های روی قطر اصلی A برابر با

جمع و تفریق دو ماتریس زمانی امکان‌پذیر است که دو 1212 	
2 هستند. 2´ ،I و A ماتریس هم‌مرتبه باشند؛ بنابراین ماتریس‌های

2I را به سمت  4A را به سمت چپ تساوی و در تساوی ماتریسی داده‌شده
راست تساوی منتقل می‌کنیم.
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را  درایه‌هایش  داده‌شده،  تعریف  براساس  باید  که   B ماتریس  به  رسیدیم 
مشخص کنیم.
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A، ماتریس  I B C+ = + با جای‌گذاری ماتریس‌های B ،‌A و I در رابطهء
C مشخص می‌شود.
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5- است. مجموع درایه‌های C برابر با
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1 2 حاصل که   	

2 است. 2´ یک ماتریس
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به   n و   m و هم‌چنین   y و   x مقدار  داده‌شده در سؤال،  تساوی  به کمک 
دست می‌آید.
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باید A و B را ضرب کنیم تا کوچک‌ترین درایه مشخص شود!1919 	
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2- است. ،AB کوچک‌ترین درایهء ماتریس

درایه‌های 2020 که  مربعی  است  ماتریسی  قطری،  ماتریس  	

.
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ú طرفین قطر اصلی آن همگی صفرند؛ این شکلی  

دو ماتریس را در هم ضرب می‌کنیم و درایه‌های غیرواقع بر قطر اصلی را برابر 
صفر قرار می‌دهیم تا x و y به دست آیند.
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در ماتریس اسکالر، درایه‌های روی قطر اصلی برابر و درایه‌های غیرواقع بر 
قطر اصلی، صفرند. بنابراین:
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mn است. = 1 A برابر با B- حاصل‌ضرب درایه‌های روی قطر اصلی

3 است. با توجه به خواص جمع‌پذیری و 1616 3´ ،B ماتریس 	
3 هستند. ماتریس B اسکالر  3´ تساوی ماتریس‌ها، ماتریس‌های A و I هم

 می‌باشد.
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3B داده شده، پس: A I- = از آن‌جا که
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 -5m 4m- و ، -3m از تساوی ماتریسی بالا نتیجه می‌گیریم درایه‌های
از  کدام  هر  و  شد   m =0 که حالا  است.   m بنابراین0= صفرند،  برابر 
پس باشند،   1 برابر  باید   3 6k m- و  3 4k m- ، 3 2k m- درایه‌های

k است. = 1

3
3 و 1k =

k است. = 1

3
A برابر B+ مجموع درایه‌های سطر سوم

که 1717 می‌شوند  جمع  هم  با  ماتریس‌ها  زمانی  می‌دانیم  	
نتیجه  است،   3 3´ ماتریس یک   B این‌که  به  توجه  با  باشند.  هم‌مرتبه 

3 باشند. 3´ می‌گیریم ماتریس‌های C ،A و I نیز باید
سؤال گفته ماتریس A یک ماتریس اسکالر است. می‌دانیم ماتریس اسکالر

 است. حالا که مجموع درایه‌های ماتریس 
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A را روشن کنیم!2121 B´ همین اول کار باید تکلیف 	
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A قطری باشد باید درایه‌های غیرواقع بر قطر اصلی صفر  B´ برای این‌که
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B را می‌یابیم. A´ حالا که A و B را داریم،
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B برابر است با: A´ بنابراین مجموع درایه‌های غیرواقع بر قطر اصلی
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B هم  A´ A قطری باشد، دلیلی وجود ندارد که B´  اگر

قطری باشد.

BA قطری است؛ یعنی باید درایه‌های غیرواقع بر قطر اصلی 2222 	
آن صفر باشد.
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بر قطر اصلی صفرند و درایه‌های روی قطر اصلی  چون درایه‌های غیرواقع 
برابرند، واضح و مُبرهنَ است  که ماتریس بالا، اسکالر است.

با توجه به تعریفی که سؤال از ماتریس‌های A و B ارائه 2323 	
داده، می‌توانیم این دو ماتریس را با درایه‌هایش مشخص کنیم.
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B را به دست آوریم. A´ حالا باید
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که یک ماتریس غیرقطری است.

A و B را داریم؛ AB و BA را پیدا می‌کنیم و در رابطهء 2424 	
داده‌شده قرار می‌دهیم تا m و n مشخص شوند.
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m باشد، با توجه 2525 n´ فرض کنید ماتریس A یک ماتریس 	
به شرط ضرب‌پذیری دو ماتریس داریم:
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دو برابر معادلات )1( را با معادلات )2( جمع می‌کنیم. داریم:
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اگ��ر ب��ه مع��ادلات ب��الا دق��ت کنی��د درمی‌یابی��د  ک��ه ب��ه صورت
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A باشد، بنابراین:2626
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داده‌شده  رابطهء  این‌که  برای  و  باشد   c = 4 و  a =0 باید  A ماتریس  در 
 b بستگی ندارد، یعنی به ازای هر عدد حقیقی d و ‌b برقرار باشد به مقدار
c معادلهء ماتریسی داده‌شده برقرار است، پس بی‌شمار  = 4 a و =0 ،d و

ماتریس A وجود دارد که در رابطهء داده‌شده، صدق کند.

اول باید ‌A و ‌B را مشخص کنیم.2727 	
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هر چند که کتاب فراموش کرده!!! ماتریس مثلثی را معرفی 2828 	
کند؛ اما ما معرفی می‌کنیم!

ماتریسی که درایه‌های بالای قطر اصلی آن صفر باشند را ماتریس پایین‌مثلثی 
و ماتریسی که درایه‌های پایین قطر اصلی آن صفر باشند را بالا‌مثلثی گویند.
دو  ضرب  و  بالامثلثی  بالامثلثی،  ماتریس  دو  ضرب  که:   بماند  یادتان 

ماتریس پایین‌مثلثی، پایین‌مثلثی است.
)یا  پایین‌مثلثی  ماتریس  دو  حاصل‌‌ضرب  اصلی  قطر  روی  عناصر   
بالا‌مثلثی( برابر با حاصل‌ضرب نظیربه‌نظیر عناصر روی قطر اصلی دو ماتریس 

است؛ یعنی:
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حالا که می‌دانیم ماتریس مثلثی چه شکلیه! سراغ حل سؤال می‌رویم.
سؤال از ما عناصر روی قطر اصلی ضرب دو ماتریس پایین‌مثلثی را خواسته!
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مجموع درایه‌های روی قطر اصلی BA برابر است با:
 6 8 4 2 3 4 2 2 7 14b a c b a c+ - = + - = ´ =( ) �

A باشد، درایهء واقع در سطر iامُ و ستون jامُ 2929 B C´ = اگر 	
ماتریس C از ضرب سطر iامُ ماتریس ‌A در ستون jامُ ماتریس B به دست 
می‌آید، بنابراین درایهء واقع در سطر دوم و ستون سوم ماتریس C از ضرب سطر 

دوم A در ستون سوم B به دست می‌آید.
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به دست 3030 را  ماتریس  سه  این‌که ضرب  جز  نداریم  راهی  	
آوریم.
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حالا که ضرب دو ماتریس اول را به دست آوردیم، حاصل را در ماتریس سوم 
A مشخص شود. ضرب می‌کنیم تا ماتریس
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با برابر   A ماتریس اصلی  قطر  روی  )درایه‌های(  عناصر  مجموع 
9 است. 7 5 21+ + =

ماتریس3131 jامُ  ستون  و  iامُ  سطر  آوردن  دست  به  برای  	
BAC، کافی است به ترتیب سطر iامُ ماتریس B، ماتریس A و ستون jامُ 

ماتریس C را در هم ضرب کنیم. بنابراین:
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یک راه این است که دو ماتریس اول را ضرب کنیم و سپس 3232 	
A مشخص شود.  حاصل را در ماتریس سوم ضرب کنیم تا سطر سوم ماتریس
اما ساده‌تر این است که سطر سوم ماتریس اول را در دو ماتریس بعدی ضرب 

A )مستقیم( به دست آید. کنیم تا سطر سوم ماتریس
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بنابراین:
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7 است. 1 5 3+ - = A برابر با مجموع درایه‌های سطر سوم ماتریس

ضرب دو ماتریس ‌A و B خاصیت جابه‌جایی دارد، یعنی3333 	
AB است. BA=
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از برابری ‌AB و BA داریم:
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و  3 3- = -a b a ،b = 1 و   a = 6 ازای ب��ه  ک��ه   
6 برقرار است. - = -b a b

بهتر نیست اول از شَرّ‌ِ زوایای مختلف خلاص شویم؟!3434 	
از مثلثات به یاد داریم:
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همهء زوایا را برحسب15 می‌نویسیم و حاصل را حساب می‌کنیم.
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ابتدا حاصل‌ضرب دو ماتریس  	

را به دست می‌آوریم.
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x را در ماتریس بالا به دست  x2 1-[ ] حالا باید حاصل‌ضرب ماتریس 
آوریم و برابر صفر قرار دهیم تا x پیدا شود.

x x
x
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x
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Þ - + + - =x x x x x( ) ( ) ( )1 2 4 2 1 5 0 �
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8 4 5 0 9 2 0 �

Þ - = Þ
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x x

x

x
( )9 2 0

0
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x است. = 2

9
سؤال، عدد غیرصفر x را خواسته، پس جواب سؤال 

3636 
x

x

1 1

1 2 2

0 1

-
-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
] و ]1 1 2- اول حاصل‌ضرب دو ماتریس 	

را به دست می‌آوریم.
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 ضرب کنیم و برابر صفر قرار دهیم.
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x حالا باید حاصل‌ بالا را در
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= Þ - - + - - =1 2 1 1

2
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0 2 2 2 1 0
2 �

- است. - =3

2

3

2
2 برابر با 3 3 0

2x x- - = پس جمع ریشه‌های معادلهء

- است. b
a

ax برابر با bx c2
0+ + =  جمع ریشه‌های معادلهء

ابتدا حاصل‌ضرب دو ماتریس اول را به دست می‌آوریم.3737 	
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و  می‌کنیم  ضرب  سوم  ماتریس  در  را  اول  ماتریس  دو  حاصل‌ضرب  حالا 
مساوی با 17 قرار می‌دهیم.
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Þ - + + = Þ - + - =x x x x2 2
8 5 17 8 12 0 �

Þ - + =x x2
8 12 0 �

b ریشه‌های معادلهء فوق هستند. a و

x x x x2
8 12 0 2 6 0
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6
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بنابراین:
a
b

b
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+ = + = =2
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3
�

 x x2
8 12 0- + = معادلهء ریشه‌های  بین  روابط  کمک  به   

هم می‌شد پاسخ سؤال را پیدا کرد.

حاصل‌ضرب دو ماتریس اول را به دست می‌آوریم و در 3838 	
ماتریس سوم ضرب می‌کنیم.
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Þ + + = Þ + - =x x x x2 2
2 3 6 2 3 0 �

Þ + - = Þ
= -
=

ì
í
î

( )( )x x3 1 0
3

1

a
b

�

) است. )- + =3 1 10
2 2 a برابر با b2 2+ بنابراین

x هستند  x2
2 3 0+ - = b ریشه‌های معادلهء a و  از آن‌جا که

a است، داریم: b a b ab2 2 2 2+ = + -( ) و

a b ab+ = - = - = - = -2

1
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1
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a b a b ab2 2 2 2
2 2 2 3 4 6 10+ = + - = - - - = + =( ) ( ) ( ) �

باشند،   ax bx c2
0+ + = معادلهء ریشه‌های   b و  a اگر  

آن‌گاه:
a b ab+ = - =b
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ابتدا حاصل‌ضرب دو ماتریس 	

را به دست می‌آوریم.
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مساوی صفر  و  کنیم  بالا ضرب  ماتریس  در  را   3 3 2-[ ]x باید حالا 
قرار دهیم.
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x هستیم.  x2
6 6 0+ - = ما به دنبال مجموع معکوس ریشه‌های معادلهء

جواب   1 1
a b

+ حاصل باشند،  فوق  معادلهء  ریشه‌های   b و a کنید فرض 
سؤال است.

 1 1 6

6
1

a b
b a
ab

+ = + = -
-

= �

باشند،   ax bx c2
0+ + = معادلهء ریشه‌های   b و  a اگر  

= مجموع ریشه‌ها + = -a b b
a آن‌گاه:�

= حاصل‌ضرب ریشه‌ها =ab c
a �

B را از سمت چپ فاکتور می‌گیریم، داریم:4040 	

 B A A B( ) (
-é

ë
ê

ù

û
ú +

- -
- -

é

ë
ê

ù

û
ú =

-é

ë
ê

ù

û
ú+

- -
- -

é

ë
ê

ù2 1

3 0

1 1

3 3

2 1

3 0

1 1

3 3ûû
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با جمع دو ماتریس بین ‌B و A، نتیجهء جالبی به دست می‌آید.
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0 است. 3 6 9 12+ - - = - بنابراین مجموع درایه‌های ماتریس فوق برابر با

، پس:4141 A A A2 = ´ می‌دانیم 	
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بنابراین باید:
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راهی نداریم جز این‌که A را به توان 2 برسانیم.4242 	
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A2 رابه ما داده، پس می‌توانیم a و b را کشف کنیم.  سؤال،
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A2 را به دست می‌آوریم:4343 بدون فوت وقت! 	
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معادلهء در   a = 2 قراردادن با  است.   a = 2 که است  واضح  کاملاً 
 b b- = Þ =4 9 13 b، داریم:� a- =2 9

) است. , )2 13 ، ( , )a b بنابراین دوتایی

 شاید اسم مرحوم همیلتن و شادروان کیِلی به گوشتان خورده باشد!
نخستین بار مفهوم ماتریس در کارهای این دو نفر طرح شده.

رابطه‌ای به نام کیِلی‌ ـهمیلتن نام‌گذاری شده که در حل این سؤال به ما 
کمک می‌کند.
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a b
c d
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ú 2 به شکل 2´ رابطهء کیِلی‌‌ ـ همیلتن می‌گوید: »هر ماتریس

A صدق می‌کند.« a d A ad bc I O2 - + + - =( ) ( ) در رابطهء

 A2
2 4 8 5- - + + - - =( )A ( )I O به کمک رابطهء کیِلی ـ همیلتن داریم:�

 Þ = + Þ = =A A I2
2 13 2 13a b, �
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اول ماتریس را مشخص می‌کنیم.� 	

A را به  A2
4- 4A را به دست می‌آوریم و مجموع درایه‌های A2 و حالا

عنوان جواب اعلام می‌کنیم.
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بنابراین:�

A برابر با 15 است. A2
4- مجموع درایه‌های ماتریس

A2 را پیدا می‌کنیم تا بعد ببینیم چه اتفاقی می‌افتد ...4545 ابتدا 	
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A4 و ... را پیدا کنیم. ، A3 A2 پیدا شد، می‌توانیم حالا که

 A A A IA A3 2= ´ = = �A A A A A A I4 3 2= ´ = ´ = =

 A A A IA A5 4= ´ = = �A A A A A A I6 5 2= ´ = ´ = =

 A A A IA A7 6= ´ = = �

 A A A I7 4
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A متناوب  ماتریس  به  باشد   A I2 = اگر بدانید که  بد نیست   
می‌گویند؛ توان‌های زوج ماتریس A برابر ‌I و توان‌های فرد ماتریس A برابر 

با خود ماتریس A می‌شوند.

A است و ...  I4 = A و A7 = A شده، پس I2 = در این سؤال

با توجه به دو نکتهء زیر به سؤال پاسخ می‌دهیم.4646 	
C باشد، درایهء واقع در سطر iامُ و ستون jامُ ماتریس  D E´ =  اگر
E از ضرب سطر iامُ ماتریس C در ستون jامُ ماتریس D به دست می‌آید.

 A A A3 2= ´  می‌دانیم
دوم  سطر  ضرب  از   A3 ماتریس سوم  ستون  و  دوم  سطر  درایهء  بنابراین 

A2 در ستون سوم ماتریس A به دست می‌آید. ماتریس

A2 نیاز داریم که از ضرب سطر دوم ‌A در  به درایه‌های سطر دوم ماتریس
ماتریس A به دست می‌آید.
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A3 را به دست آوریم. حالا می‌توانیم درایهء سطر دوم و ستون سوم
 A3 � درایهء سطر دوم و ستون سوم
= ) A2 ´ )سطر دوم ماتریس )A ستون سوم ماتریس( �
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A3 به دست ‌آید  A2 را به دست آوریم و در A ضرب کنیم تا می‌توانستیم
، درایهء سطر دوم و ستون سوم را اعلام ‌کنیم. A3 و از روی

A2 را به دست می‌آوریم.4747 ابتدا 	
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A2 را در A3 را خواسته، کافی است سطر اول چون سؤال فقط سطر اول
A ضرب کنیم. 

A3

6 2 24

2 3 7

4 1 9

2 1 5

3 0 4

1 0 2

30 6 86

= - - -
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

-
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

ûû

ú
ú
ú

�

A2 را به دست می‌آوریم.4848 ابتدا 	
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A4 مشخص شود. A2 ضرب کنیم تا سطر اول A2 را در کافی است سطر اول
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) را می‌شناسیم )درایه‌های روی قطر 4949 )I ماتریس همانی 	
اصلی ماتریس همانی 1 و درایه‌های غیرواقع بر قطر اصلی صفرند(.
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A را پیدا کنیم. I+ بدون معطلی باید توان‌های دوم و سوم و بعد توان ششم

 ( )A I+ =
é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú

2
2 1

1 2

2 1

1 2

5 4

4 5
�

 ( )A I+ =
é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú

3
5 4

4 5

2 1

1 2

14 13

13 14
�

 ( ) ( ) ( )A I A I A I+ = + +6 3 3 �

 =
é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú

14 13

13 14

14 13

13 14

365 364

364 365
�

 a b- = - =365 364 1 بنابراین:�
a برابر یک می‌شود! b- ) نیز می‌شد حدس زد که )A I+ 3 ) و )A I+ 2 از روی

به نظر می‌آید راهی به‌جز به توان رساندن نداریم!5050 	
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1 است. 2 1 4+ + = A برابر با A A A+ + +2 3 4 مجموع درایه‌های ماتریس
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A برابر 4 است. A A A+ + +2 3 4 مجموع درایه‌های ماتریس

دو نکته را با هم مرور می‌کنیم و سپس به سؤال پاسخ می‌دهیم.5151 	
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ب��ا براب��ر   B A2 اصل��ی قط��ر  روی  درایه‌ه��ای  مجم��وع  بنابرای��ن 
- است. + - + = -1 12 8 5( )

B ضرب 5252 در  و  کنیم  پیدا  را   A2 باید معمول  در روش  	
کنیم تا درایهء مورد نظر سؤال را پیدا کنیم.
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43- است. A برابر با B2 درایهء واقع در سطر سوم و ستون دوم
 درایهء واقع در سطر i امُ و ستون j امُ ماتریس ABC این‌طوری 
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و ... نداریم.5353 A3 ، A2 به نظر می‌آید راهی غیر از یافتن 	
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A6 را می‌خواستیم )می‌توانستیم فقط درایه‌های  ما فقط ستون دوم ماتریس
سطر اول، دوم و سوم را در درایه‌های ستون دوم ضرب و با هم جمع کنیم(.
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6 1 0 7³»j  ·¼Tw  ÁIÀï¾ÄHnj  Ì¼µ\¶ = + + = �

A2 و 5454 A2 را در A2 را بیابیم، بعد یک راه این است که 	
A2 ضرب کنیم سپس حاصل را در

A3 ضرب  A3 را به دست آورید و در A2 را در A ضرب کنید و )می‌توانید
A6 به دست‌ آید(. کنید تا
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 1 18 18 37+ + = A6 برابر است با:� بنابراین مجموع درایه‌های سطر اول
An به شکل  A3 می‌شود حدس زد که و A2 ،A با توجه به 

مقابل است:
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6 است؛ اگر به جای  1n + ،An یعنی مجموع درایه‌های سطر اول ماتریس
A6 برابر می‌شود  n عدد 6 قرار دهیم، مجموع درایه‌های سطر اول ماتریس
 6 6 1 37´ + = با:�

همین اول در مورد گزینه‌ها توضیح کوتاهی بدهیم!5555 	
اگر  و  بالامثلثی  ماتریس،‌  به  باشند  برابر صفر  اصلی  پایین قطر  درایه‌های  تمام  اگر 
تمام درایه‌های بالای قطر اصلی برابر صفر باشند به ماتریس پایین‌مثلثی می‌گویند.

اگر تمام درایه‌های غیرواقع بر قطر اصلی ماتریس برابر صفر باشند، به این 
ماتریس، قطری می‌گویند و اگر در ماتریس قطری تمام درایه‌های روی قطر 

اصلی برابر یک باشند، به این ماتریس، ماتریس همانی )واحد( گویند.
A2 را به دست آوریم: A4 برسیم باید برای این‌که به
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A4 می‌رسیم! به همین سادگی  A2 را در خودش ضرب می‌کنیم و به
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، همانی است. A4 بنابراین

A2 را به دست می‌آوریم تا ببینیم بعد چه پیش می‌آید ...5656 	
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 A5 درایه‌های مجموع  پس  است،  -32 یا  -9 برابر  A درایه‌های  مجموع 

3 خواهد بود. 3 3
4 2 6´ - = -( ) برابر با

A و ...  A4 3
3= - ، A A3 2

3= ، A A2
3= - An بودیم از روی اگر دنبال

A است. An n= - -( )3 1 می‌توانستیم حدس بزنیم
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A2 را به دست آوریم.5757 طبق معمول اول باید 	
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A3 و ... بیابیم. ، A2 ،A حالا باید رابطه‌ای بین
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A برابر است با: A1401 2023+ مجموع درایه‌های ماتریس
2 3425 2 3429+ + = �

A2 را به دست بیاوریم.5858 واضح است که باید 	
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A12 را روشن کنیم. A4 و حالا باید تکلیف
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برگردیم به سؤال ببینیم چه چیزی از ما خواسته بود!
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اول 5959 نشان می‌دهند که  ما  به  و 1401  توان‌های 1400  	
A2 در مورد ادامهء مسیر  باید توان دوم ماتریس A را پیدا کنیم و با توجه به

تصمیم بگیریم.
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A شد، پس A متناوب است؛ یعنی اگر A به توان طبیعی و زوج  I2 =
برسد برابر I و اگر A به توان طبیعی و فرد برسد برابر با A می‌شود. بنابراین:
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A2 را به دست 6060 چون توان ماتریس A خواسته شده، اول 	
می‌آوریم.

 A
m m

I2
1 0

1

1 0

1

1 0

0 1
=

-é

ë
ê

ù

û
ú

-é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú = �

A شد یعنی ماتریس A، متناوب است، پس: I2 =
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بنابراین:
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و  2 7- =m یعنی شده،   7 برابر   A An n2 2 1- - درایه‌های مجموع 
m است. = -5

به6161 رسیدن  برای  راهی  تا  می‌آوریم  دست  به  را   A2 	
A2021 پیدا کنیم.
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مسیر برای یافتنA2021 هموار شد 
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22022، زیرا: I A2022 خواسته شده بود، می‌گفتیم اگر از ما

 A A A I I I2022 2 1010 2 2020 2022
2 4 2= ´ = ´ =( ) ( ) �

( )n I InÎ =  

با تعریف داده‌شده، A را می‌نویسیم و چون توان 1400 6262 	
A2 را پیدا می‌کنیم. از A خواسته شده، اول
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A3 را نیز به دست  A2 هیچ‌کدام از ماتریس‌های خاص نیست، مجبوریم

بیاوریم و بعد تصمیم بگیریم.
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A1400 را به دست آوریم. ، A3 به جای خوبی رسیدیم. حالا می‌توانیم به کمک
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ماتریس6363 در   A
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ماتریس ضرب  از  که   C ماتریس  	
3 است. 3´ B به دست می‌آید، یک ماتریس
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C2 را به دست آوریم. C1402 باید اول برای رسیدن به
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جالب شد!
توان  به هر  و  C خودتوان است  ماتریس  یعنی  این  و  برابر شد   C با   C2

( ; )" Î =n C Cn
 طبیعی برسد با خودش برابر است.

بنابراین:

C C1402
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8- است. C1402 برابر با مجموع درایه‌های ماتریس

 را روشن کنیم.6464
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ú تابلوئه که باید تکلیف 	

 را به دست می‌آوریم.
1 0
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û
ú در گام اول توان دوم ماتریس
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 را هم به دست بیاوریم تا بتوانیم در مورد 
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ú باید توان سوم ماتریس

توان‌های بعدی اظهار نظر کنیم.
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 نتیجه می‌گیریم:
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ú از توان اول، دوم و سوم ماتریس

 
1 0

2 1

1 0

2 1-
é

ë
ê

ù

û
ú =

-
é

ë
ê

ù

û
ú

n

n
�

 
1 0

2 1

1 0

2 12 1

1 0

24 1

12

-
é

ë
ê

ù

û
ú =

- ´
é

ë
ê

ù

û
ú =

-
é

ë
ê

ù

û
ú( )

بنابراین:�

با ضرب ماتریس‌های داده‌شده در صورت سؤال، مقادیر c ،b ،a و d مشخص می‌شود.
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 نتیجه می‌گیریم:
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6 21

6 3

a b
c d

از

a = -6 , b = 21, c = -6 , d = 3 �
 a b c d+ + - = - + - - =6 21 6 3 6 بنابراین:�

با مرتب‌کردن رابطهء داده‌شده داریم:6565 	

 4
2 0

0 2

2 2

1 2 3
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2
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a b a b

b a a b
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با توجه به این‌که A قطری است، پس درایه‌های غیرواقع بر قطر اصلی آن 
صفرند. یعنی:

 
a b a b

b a a b

+ = Þ = -

- - = Þ = -
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2 0 2

1 2 0 2 1
2 2( ) ( )
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 Þ - = - Þ - + = -( )b b b b b1 4 2 1 4
2 2 �

 Þ + + = Þ + =b b b2 2
2 1 0 1 0( ) �

Þ = - Þ =b a1 2 �

A می‌رسیم. =
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2 0

0
1
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b به = a و1- = 2 با جای‌گذاری

ماتریس A قطری است. برای به دست آوردنA1401 کافی است درایه‌های 
روی قطر اصلی را به توان 1401 برسانیم.

 A1401
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Aخواهد شد.	6666 I2 = A2 را به دست‌ آورید می‌بینید که اگر 	

A است. I2 = A باشد a

a

=
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1

0 1 0

0 0

یاد بگیرید! که اگر

 B C I A A I2 2 2 2+ = - + +( ) ( ) بنابراین:�

 = - + + + +I AI A A AI I2 2 2 22 2( ) �
 = - + + + + = +I A A A A I A I2 2 2 22 2 2 �
 B C A I I I I2 2 2

2 2 2 2 4+ = + = + = A است، پس:� I2 = از آن‌جا که
  در حالت کلی اتحادها در ماتریس‌ها برقرار نیستند؛ اما 

اتحادها بین دو ماتریس A و I برقرارند.
 I In =

A باشد )به ماتریس A، متناوب گویند(، آن‌گاه: I2 =  اگر
 
A I
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می‌گیریم6767 نتیجه   B و   A ماتریس  دو  تعویض‌پذیری  از  	
AB است. باید ببینیم سؤال از ما چه می‌خواهد تا مسیر مناسب  BA=

برای حل را انتخاب کنیم.
 ( ) ( )2 3 2 6 3

2 2A B A B A AB BA B
BA

- + = + - -


�

 = + -2 5 3
2 2A BA B �

کار خاصی نکردیم! دو پرانتز را در هم ضرب کردیم )حواسمان بود که ضرب 
ندارد و ترتیب ماتریس‌ها در  ماتریس‌ها در حالت کلی خاصیت جابه‌جایی 

ضرب مهم است.(
را قرار   BA AB، ماتریس  AB است، به جای  BA= چون می‌دانستیم

دادیم. همین. 

 ( ) ( )2 3A B A B- + B2 و BA را داریم، پس می‌توانیم حاصل  ، A2

) را پیدا کنیم. ) ( )2 3 2 5 3
2 2A B A B A BA B- + = + - �
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اگر خاطرتان باشد! در درس‌نامه گفتیم که »ضرب ماتریس 6868 	
اسکالر با هر ماتریس مربعی هم‌مرتبه با آن، خاصیت جابه‌جایی دارد.«

BA برابرند. با توجه به این‌که B اسکالر است، پسAB و
، راحت‌تر به پاسخ سؤال می‌رسیم. ( )( )B A A B- +2 3 با باز‌کردن

( )( )B A A B BA B A AB- + = + - -2 3 3 2 6
2 2 �

BA است، داریم: AB= از آن‌جا که
( )( )B A A B AB B A AB- + = + - -2 3 3 2 6

2 2 �
= - -3 2 5

2 2B A AB �
پس: 
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66 52

26 131
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) برابر  )( )B A A B- +2 3 درایهء واقع در سطر دوم و ستون اول ماتریس
34 است.

تعویض‌پذیری 6969 ماتریس‌ها خاصیت  کلی ضرب  حالت  در  	
اتحاد مثلاً  نیست.   AB BA= وقت‌ها خیلی  ماتریس  در  یعنی  ندارد؛ 

) در ماتریس‌ها به این شکل باز می‌شود. )A B+ 2

 ( ) ( ) (A B) AA B A B AB BA B+ = + + = + + +2 2 2 �



حي
ري

تش
مة 

خ‌نا
اس

پ

153

A را داریم، می‌توانیم با استفاده از اتحاد اشاره‌شده، B+ B2 و ، A2 حالا که
AB را به دست آوریم. BA+
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 (A B)+ - - = +2 2 2A B AB BA بنابراین:�
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پس:�

B جایگزین کنیم 7070 C+ ،A یک راه این است که به جای 	
و حاصل را به دست آوریم؛ این راه کمی طولانی است! ما با دسته‌بندی و 

فاکتورگرفتن کمی راحت‌تر سؤال را حل می‌کنیم. ببینید 

 A B C- = A داریم:� B C= + با توجه به رابطهء
 ( ) (B ) ( ) ( )A AB BA A A B B B A2 2- + - = - + - �
 = + - = - = - =A C B C AC BC A B C C( ) ( ) ( ) 2 �
باز‌ش��دهء  A B AB BA2 2+ - - نش��ود! باورت��ان  ش��اید   

) است. )A B- 2

 A B AB BA A B A B A B C2 2 2 2+ - - = - - = - =( ) ( ) ( ) �
 در حالت کلی ضرب دو ماتریس خاصیت تعویض‌پذیری ندارد؛ 

AB نیست. BA= یعنی در ماتریس‌ها خیلی اوقات

اگر ضرب دو ماتریس خاصیت جابه‌جایی )تعویض‌پذیری( 7171 	
داشته باشد، اتحادهای جبری برای آن‌ها برقرار است و برعکس!

در این‌جا برای A و B، اتحاد برقرار است پس ضرب دو ماتریس خاصیت 
AB باشد، پس: BA= جابه‌جایی دارد، یعنی باید
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بنابراین:�
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x x x
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بقیهء  که  دید  کنیم، خواهید  را جایگزین  آن‌ها  مقادیر   y و   x به جای  اگر 
درایه‌های ماتریس هم با هم برابرند.

حالا باید خواستهء سؤال را برآورده کنیم!
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است. 7272  ( )A B+ 2 همان   A AB BA B2 2+ + + 	
)می‌دانیم که در حالت کلی اتحادها در ماتریس‌ها برقرار نیستند.(

از رابطهء داده‌شده در صورت سؤال نتیجه می‌گیریم:

 A B+ =
- -é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1

2
1

3

4

1

2

�

A را به توان 2 برسانیم تا بعد ببینیم چه عملیاتی ما را به پاسخ می‌رساند. B+ باید
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تقریباً به پاسخ سؤال نزدیک شدیم.

 ( ) (( ) ) ( )A AB BA B A B I2 2 3 2 3 31

2
+ + + = + = - �
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برابر   ( )A AB BA B2 2 3+ + + ماتریس درایه‌های  مجموع  بنابراین 

 - + - = -1

8

1

8

1

4
( ) است با:�

7373 A A I2 2= + داریم:� 	

A2 دیدیم به جای  A2 ضرب می‌کنیم و هر جا طرفین تساوی بالا را در
2A قرار می‌دهیم. I+ آن

 A A A A I A A I A I2 2 2 4
2 2 2´ = + Þ = + +( ) ( ) ( ) �

 Þ = + + Þ = + + +A A A I A A I A I4 2 4
4 4 4 2 4( ) �

 Þ = +A A I4
12 5 �

A5 به دست آید. کافی است طرفین تساوی بالا را در A ضرب کنیم تا
 A A A A I A A A´ = + Þ = +4 5 2

12 5 12 5( ) �
 Þ = + + Þ = +A A I A A A I5 5

12 2 5 29 12( ) �
 A A A I A I A I5 4

29 12 12 5 17 7- = + - + = +( ) ( ) بنابراین:�
 که: 

 . ( )I In =  I به هر توانی برسد خودش می‌شود
 . (AI IA A)= =  ضرب هر ماتریسی در I خودش می‌شود

A2 را داریم. )از کجا؟!  خودِ سؤال داده!(7474 	
 A A I2 = - �

A2021 را راحت پیدا کنیم. A2 ماتریس خاصی نیست که بتوانیم

A3 را به دست می‌آوریم، شاید کمکی کرد.

 A A A A I A3 2= ´ = - ´( ) �
 = - = - - = -A A A I A I2 ( ) �

A جایگزین کردیم. I- ، A2  به جای

 A A A2021 3 673 2= ´( ) A2021 را تبدیل به توان‌های 3 از A می‌کنیم:�

 Þ = - ´ = - ´ - = -A A I A I I A2021 673 2( I) ( ) ( ) �

B2 را به دست آوریم.7575 B1401 باید برای رسیدن به 	

 A B I A B I A+ = - Þ = - 2 �

 Þ = - = - + = - +B I A I AI A A A I2 2 2 2 2
2 4 4 4 4( ) �

B A A I I2
4 4= - + =( ) A است، پس:� A2 = سؤال گفته

آخرین مرحله، ساختنB1401 است.
 B B B I B I B B1401 2 700 700= ´ = ´ = ´ =( ) �

I )اصولاً  I به توان عدد حسابی برسد، برابر  I2 =  
با I می‌شود(.

.AI IA=  A و I تعویض‌پذیرند، یعنی
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رعایت 7676 با  )البته  ماتریس‌ها  در  شرکت‌پذیری  خاصیت  	
( ) ( )AB C A BC= شرایط ضرب‌پذیری ماتریس‌ها( می‌گفت:�

با استفاده از خاصیت شرکت‌پذیری و روابط داده‌شده در سؤال داریم:
BA B AB B AB AB BABB BAB B

B A B

2 2 2= = = = =( ) ( )( )


 

�

BA به   اگر در مرحلهء آخر به جایA ،AB قرار می‌دادیم
B2 و B با هم برابرند. دست می‌آمد که برابر با B بود و این یعنی

BA BAB B
A

2 = =


�

توان  به هر   B B خودتوان است؛ یعنی  B است، پس  B2 = از آن‌جا که
طبیعی که برسد با خودش برابر است.

( )BA B B2 1403 1403= = بنابراین:�

و 7777  A AB kB2 - + رابط�ءه A ‌از  فاکتورگی��ری  ب��ا  	
A داریم: B- kI- به جای جایگزین‌کردن

 A A B kB A kI kB kA kB( ) ( )- + = - + = - + �
 = - - = - - =k A B k I k I( ) ( k ) 2 �

B2 بسازیم.7878 A2 و از رابطهء داده‌شده باید 	

AB در B )از چپ( داریم: B= با ضرب طرفین رابطهء
 AB B BA B B AB BB BA A= ¾ ®¾¾ = ¾ ®¾¾¾ =´ =( ) 2 2 �
 AB B B B=¾ ®¾¾ = 2 �

BA در A )از چپ( داریم: A= با ضرب طرفین رابطهء
 BA A AB A AA= ¾ ®¾ =´ ( ) 2 �
 AB B BA ABA A A A= =¾ ®¾¾ = ¾ ®¾¾¾ =2 2 �
 A B AB B2 2 = = بنابراین:�

 این‌طوری هم می‌شد ... 

 AB B A BA BA A AA BA A= ¾ ®¾ = ¾ ®¾¾¾ =´ =( ) 2 �
 BA A B AB AB B BB AB B= ¾ ®¾ = ¾ ®¾¾ =´ =( ) 2 �
 A B AB B2 2 = = پس:�

B است.7979 I A= - A نتیجه می‌گیریم B I+ = از رابطهء 	
درست است که در حالت کلی اتحادها در ماتریس‌ها برقرار نیستند؛ اما چون 
، اتحادهای درجه 2 در  ( )AI IA A= = ضرب A و I تعویض‌پذیر است
مورد A و I برقرارند )یک‌وقت فکر نکنید اتحادهای درجه 3 برقرار نیستند، 
چون این‌جا کاری با آن‌ها نداریم در مورد آن‌ها حرفی نمی‌زنیم!(، بنابراین:

 B I A I AI A B A A I2 2 2 2 2 22 2= - = - + Þ = - +( ) �

 B B B A A A I
2 2=-¾ ®¾¾¾ - = - + - +( ) �

 I A B B A A B A A B- =¾ ®¾¾¾ - = - + Þ = -2 2 2 �

 ± + =¾ ®¾ = + - - ¾ ®¾¾¾ = -B A B IA A B B B A I B2 2
2 3



�

A را بیابیم. B2 حالا باید

 A I B A B I B B A B IB BB2 2 2 2
3 3 3= - ¾®¾ = - Þ = -´ ( ) �

B است، داریم: B2 = - با توجه به این‌که

 A B B B A B B B2 2 2
3 3= - Þ = - -( ) Þ =A B B2

4 �
 مثال هم چیز خوبی است!

و  B B2 = - رابطهء دو  هر  در  که  باشد   A I= 2 و  B I= - کنید فرض 

A را به دست آوریم. B2 A صدق می‌کنند، باید B I+ =

 A B I I I2 2 2
2 4 4= - = - = -( ) ( ) ( ) ( I) I �

4I- داد قابل قبول  I- قرار می‌دهیم، هر کدام که ،B در گزینه‌ها به جای
4I- می‌دهد، پس همین گزینه درست است. است؛ 

خاصیت شرکت‌پذیری در ضرب ماتریس‌ها را به یاد دارید؟!8080 	
 A(BC) (AB)C= � می‌گفت 

B3 خواسته و عباراتی را هم به ما داده که به کمک آن‌ها پاسخ  سؤال از ما
را پیدا کنیم.

 B B B B BA BB BA3 2 3 2= ´ ¾ ®¾¾¾ == ( ) �

 = ¾ ®¾¾¾ = ¾ ®¾¾¾ == =B AB B BA B BAB A BA B( )2 3 3
2

�

B را از چپ در B ضرب می‌کنیم 8181 A I- = طرفین رابطهء 	
B2 ایجاد شود. تا

 B A I B BA BIB- = ¾ ®¾ - =´ 2 Þ - =B BA B2
1( ) �

یک بار هم طرفین رابطه را از راست در B ضرب می‌کنیم.

 B A I B AB IBB- = ¾®¾ - =´ 2 Þ - =B AB B2 2( ) �

 AB BA= از دو رابطهء )1( و )2( نتیجه می‌گیریم:�

B نتایج دیگری هم می‌توانیم بگیریم: B I2 = + از رابطه‌های )1( و )2( و

 B BA B B I BA BB B I2 2
- = ¾ ®¾¾¾ + - == + ( ) �

 Þ = ¾ ®¾ =´BA I B A BB 2 �

 B AB B B I AB BB B I2 2
- = ¾ ®¾¾¾ + - == + ( ) �

 Þ = ¾ ®¾ =´AB I A B AA 2 �

باید سعی کنیم از رابطه‌های داده‌شده به توان‌های A برسیم.8282 	
BA را از چپ در A ضرب کنیم، داریم: A= 2 اگر طرفین رابطهء

 ABA A A AB A= Þ =( ) ( )A2 2 2 AB B BA A=¾ ®¾¾ = 2 2 �
A2 به دست می‌آید. با توجه به فرض سؤال،

 BA A
BA A

A A A A=
=

ì
í
ï

îï
Þ = Þ =2

2
2 2

2
2 2 �

A به دست‌ آوریم. A2 = A7 را از روی و A4 به راحتی می‌توانیم

 A A A A A AA A2 4 2 4
2

= ¾ ®¾¾ = ¾ ®¾¾¾ ==2 ·H¼U �

 ´ ´ =¾ ®¾¾ = ¾ ®¾ = ¾ ®¾¾ =A A A AA A A A A A
2 4

6 3 7 4 7 �

 2 3 2 3
7 4A A A A A- = - = - بنابراین:�

 A خود‌توان گویند؛ یعنی ‌A باشد به ماتریس A A2 =  اگر
به هر توانی )البته توان طبیعی( برسد، خودش می‌شود.

 A A A An n2 = ¾ ®¾¾ =Î �

 A A A A A A A A4 7 7 4
2 3 2 3= = Þ - = - = - پس:�

A را از ما خواسته! بازش کنیم ببینیم با چه 8383 BA B( )4 	
چیزی روبه‌رو هستیم ... 

 A BA B A( ) (BA)(BA)(BA)(BA)B4 = �
 = =( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )AB AB AB AB AB AB 5 �
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) را می‌خواسته اما با کمی شیطنت!!! )AB 5 در واقع سؤال

) برسیم. )AB 5 ) را پیدا می‌کنیم و کم‌کم پیش می‌رویم تا به )AB 2 اول

 ( )AB 2
1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

2 2
=
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-
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ê

ù
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ú

-
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ê
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ú =
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û
ú �

 (AB)4
1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

2 2
=
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ê

ù

û
ú
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-

é

ë
ê

ù

û
ú =
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é

ë
ê

ù

û
ú �

 ( ) ( ) ( )AB AB AB5 4
1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

2 2
= =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú �

1 است. 1 2 2 0+ - + + - =( ) ( ) ) برابر با )AB 5 مجموع درایه‌های ماتریس

B بسازیم. 8484 A3 AB3و ،AB BA= 2 باید بتوانیم از روی 	

B2 ضرب کنیم، داریم: AB را از راست در BA= 2 اگر طرفین رابطهء

 AB BA AB BAB AB B AB BB= ¾ ®¾ = Þ =´
2 2 2

2
3 2 3 ( ) �

AB BA=¾ ®¾¾¾2 AB B BA B AB B AB3 3 2
2 2 4= Þ =( ) ( ) �

 AB BA AB B AB B A=¾ ®¾¾¾ = Þ =2 3 2 3 3
4 2 8( BA) �

 ¸¾ ®¾ =8 3 31

8
B A AB �

k است. = 1

8
بنابراین

8585 B A= - 2

3
�	 2 نتیجه می‌گیریم: 3A B O+ = از 	

A هم نتیجه می‌گیریم: A2 3

2
= - از

 A A A A A4 2 23

2

9

4

9

4

3

2

27

8
= - = = - = -( ) ( ) �

 A A B A B( ) ( ) (A B)+ - -2 بنابراین:�

= - + +A(A )( ) ( )2

3
2

2

3

2

3
A A A A A �

 = = =
-

= -A A A A A A
A( ) ( ) ( )

( )

3

8

3

5

3

40

27

40
27

8

27
5

4

�

و 8686 i امُ  سطر  در  واقع  درایه‌های  باشد،   A B C´ = اگر 	
jامُ  ستون  در   A ماتریس  iامُ  سطر  حاصل‌ضرب  از   C ماتریس  jامُ  ستون 

ماتریس B به دست می‌آید.
( را خواسته،  C

43
از ما درایهء واقع در سطر چهارم و ستون سوم AB )یعنی

بنابراین این درایه از ضرب سطر چهارم A در ستون سوم B به دست می‌آید:

 [ ]0 5 2 1

1

2

5

0

-

-é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

= ´ - + ´ + ´ + - ´ =( ( )) ( ) ( ) (( ) )0 1 5 2 2 5 1 0 20 �

باید ضرب کنیم دیگه 8787 	

 [ ] [ ]1 1 2

2 1

0 1

3 2 1

8 3 3- - -
-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

= + - +
x

x x x �

 ضرب کنیم.
-
-
-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

2

10

x
حالا باید ماتریس بالا را در

 [ ]x x
x

+ - +
-
-
-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=8 3 3

2

10 0 �

 Þ - - + - - =2 16 30 3 0
2x x x �

 Þ - - + = Þ + - =x x x x2 2
5 14 0 5 14 0 �

= حاصل‌ضرب ریشه‌ها - = -14

1
14 �

برابر   ax bx c2
0+ + =  می‌دانیم حاصل‌ضرب ریشه‌های معادلهء

c است.
a

با

A2 را به دست می‌آوریم و بعد تصمیم می‌گیریم چه‌طور 8888 	
A6 برسیم. به

 A2

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

3 3 3

3 3 3

3 3 3

=
é
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ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
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ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=
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ê
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ê

ù

û

úú
ú
ú

= 3A �

 A A A A A A A A3 2 2
3 3 3 3 9= ´ = ´ = = =( ) بنابراین: �

 A A A A A A A6 3 3 2
9 9 81 81 3= ´ = ´ = = ( ) �

 = ´ =3 3 3
4 1 5A A �

32 است. مجموع درایه‌های ماتریس A برابر 9 یا
3 است. 3 3

5 2 7´ = A6 برابر بنابراین مجموع درایه‌های ماتریس
A و ... می‌گفتیم A3 2

3= ، A A2
3= An را خواسته بود از روی اگر از ما

A است. An n= -
3

1

از تکنیک جایگزینی! برای حل سؤال استفاده می‌کنیم:8989 	

 BA AB AB BA= Þ =3 3 �

 mAB B A m AB B B A3 3 2 3= Þ =( ) بنابراین:�

 Þ = Þ =m BA B B A m B AB B B A( ) ( ) ( )
3 3

2 3 3 �

 Þ = Þ =m B BA B B A m B B A( ) ( ) ( ) ( ) (AB) B3 3 3 3
3 3 �

 Þ =m B B BA B A( )( ) ( )3 3 3
3 �

بعد از جایگزینی‌های نفس‌گیر، می‌توانیم جواب سؤال را بدهیم.

 m B A B A m
27

27
3 3= Þ = �

9090 B I A= - A نتیجه می‌گیریم:� B I+ = از 	
کافی است یک‌ بار از راست و یک ‌بار از چپ، رابطهء بالا را در A ضرب کنیم.

B I A AB A AA= - ¾ ®¾ = -´ 2 �

 A A AB A A O
2 =¾ ®¾¾ = - = �

 B I A BA A AA= - ¾ ®¾ = -´ 2 �

 A A BA A A O
2 =¾ ®¾¾ = - = �

 AB BA= بنابراین:�
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 به 9191
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ú  و

1 0

1a
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û
ú در حالت‌ کلی ضرب دو ماتریس 	

 است. بنابراین:
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1a b+
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3 1 1 3 4 5 1
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�

A2 را به دست بیاوریم، شاید فرجی شد ...9292 	

 A2

0 0 1

0 1 0

1 0 0
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1 0 0
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 A A I I1400 2 700 700= = =( ) چه‌قدر خوب شد! �

 A A A I A I A A1399 2 699 699= ´ = ´ = ´ =( ) �
بنابراین:

 A A I A1400 1399
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) به هر توانی )منظورم توان حسابی  )I   ماتریس همانی
 I In = است( برسد، خودش می‌شود.�
(I) در هر ماتریس هم‌مرتبه‌ای مانند A ضرب شود،   ماتریس همانی
 I A A I A´ = ´ = حاصل A می‌شود.�

An را حدس 9393 ، ... و A3 ، A2 ،A سعی می‌کنیم از روی 	

 A2
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 A3
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An است.
n
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ú

2 0

0 1

An به صورت می‌توان گفت

A برابر است با: An n- بنابراین1-

 2 0
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2 2 0

0 0

1 1n n n né
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1n n( ) �

پیدا  را در گزینه‌ها  تفاضل آن‌ها  آورید و  به دست  را   A3 A2 و می‌توانستید
کنید. )چرا؟ چون حاصل گزینه‌ها باید به ازای هر توان طبیعی n برقرار باشد.(

 A A3 2
8 0

0 1
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ú =
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 را به ما می‌دهد. 
4 0

0 0

é

ë
ê

ù

û
ú ، کدام گزینه n = 3 باید ببینیم به ازای

 همان گزینهء مطلوب ما است.

اول باید بدانیم اگر A به توان برسد چه شکلی می‌شود.9494 	
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A خواهد بود.
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An به شکل می‌توان حدس زد که

 BA
n n

n
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بنابراین:�

 
4 4 1

3 3 2

4 41

3 32
4 1 41 10
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n n
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ú =
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û
ú Þ + = Þ = پس باید:�

3 نیز، n را به دست می‌آورید 10 می‌شد! 2 32n + =  اگر از

A است.9595 A2 = A نتیجه می‌گیریم A O2 - = از 	
) را به دست می‌آوریم ببینیم چه پیش می‌آید ... A )2 - I توان دوم ماتریس
 ( A I)2 4 4 4 4

2 2 2 2- = - + = - +A AI I A A I �

 A A A I A A I A I I
2

2 4 4 2
2 2=¾ ®¾¾¾ - = - + Þ - =( ) ( ) �

) را می‌خواهیم، پس: )2
1399A I- ما

 ( A I) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1399 1398 699- = - - = -A I A I I A I = -2A I �

 بد نیست بدانید!

A شود، به ماتریس A متناوب گویند. ماتریس متناوب به توان  I2 = اگر
زوج برسد برابر I است و اگر به توان فرد برسد، خودش می‌شود.

 A I
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A A
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