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فصل هشتم: ماتریس و کاربردها 

درس اول: ماتریس و اعمال روی ماتریس ها

مـاتـریـس

هر آرایش مستطیل شکل از عددهای حقیقی، که شامل تعدادی سطر و ستون است، یک ماتریس است. به هر عدد حقیقی واقع در هر 
ماتریس یک »درایۀ« آن ماتریس می گوییم. معمولًا ماتریس ها را با حروف بزرگ لاتین مانند C ، B ، A و … نام گذاری می کنیم. مثال
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مرتبۀماتریس

m )بخوانید m در n( است. n× ماتریسی که m سطر و n ستون دارد، ماتریسی از مرتبۀ 

m تعداد درایه های ماتریس را نشان می دهد.  n× حاصل ضرب 

k را مساوی با عدد حقیقی k تعریف می کنیم. 
 ×

   1 ، آن گاه ماتریس 1 m n= اگر 1=

ماتریسهایهممرتبه

اگر تعداد سطرهای دو ماتریس با هم و تعداد ستون های آن دو ماتریس نیز با هم برابر باشند، آن دو ماتریس را هم مرتبه می گوییم.

نمایشکلیدرایهها

ija نشان می دهیم. در ماتریس دلخواه A ، درایۀ واقع در تقاطع سطر i ام و ستون j ام را با 

رابهصورتزیرنشانمیدهیم: m n× درحالتکلی،ماتریسAازمرتبۀ
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درایۀعمومیماتریسAمیگوییم. ija مینویسیم.به j n( ≤ ≤1 و i m)≤ ≤1 ij m nA a[ ] ×= اغلبماتریسبالارابهصورت

، مجموع  ija =−2 i داشته باشیم  j< ija و برای  =5 i داشته باشیم  j> ، برای  ija =7 i داشته باشیم  j= ijA و برای  a[ ] ×= 2 2 اگر 

درایه های ماتریس A چقدر است؟
17 )4  15 )3  13 )2  8 )1

 است. بنابراین
a a

A
a a

−   
= =   
      

11 12

21 22

7 2

5 7
با توجه به اطلاعات سؤال ماتریس A به صورت

A uÄoUI¶ ÁIÀ¾ÄHnj Ì¼µ\¶ = − + + =7 2 5 7 17

A کدام است؟ i j[ ] ×= +2 3 33 مجموع درایه های ستون دوم ماتریس 
32 )4  31 )3  29 )2  28 )1
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a a a            , ,= + = = + = = + =12 22 321 6 7 4 6 10 9 6 15 کافی است درایه های ستون دوم ماتریس A را به دست آوریم:  
a مجموع درایه های ستون دوم  a a= + + = + + =12 22 32 7 10 15 32 اکنون به دست می آید  

a کدام است؟ b a b−21 12 32 313 ، مقدار  B i j[( ) ]× = − +23 3 1 A و  ij[ ]× = −3 2 2 اگر 
−20  )4  −14  )3  −10  )2  −58  )1

. اکنون به دست می آید  b ( )= − + =2
31 3 1 1 5 b و  ( )= − + =2

12 1 2 1 2  ، a 4= × − =32 3 2 2  ، a = × − =21 2 1 2 0 به  دست می آید 
 a b a b− = × × − × =−21 12 32 313 3 0 2 4 5 20

3× نیست؟ 3 3× باشند، کدام ماتریس زیر از مرتبه  2× و 1 3  ، ×3 2  ، ×1 3 C و D به ترتیب ماتریس هایی با مرتبه های   ، B  ، A اگر 
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تک تک گزینه ها را بررسی می کنیم:
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معرفیچندماتریسخاص

O نشان می دهیم. 1- ماتریس صفر ماتریسی است که تمام درایه های آن صفر هستند. ماتریس صفر را با 

م 	:لاث

 O O O, ,
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= = = =      
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n×1 است. 2- ماتریس سطری ماتریسی است که یک سطر دارد. در حالت کلی مرتبۀ ماتریس سطری به صورت 

م ماتریس های مقابل سطری اند.	:لاث

A B C, ,
× × ×

  = = − = − π      1 1 1 3 1 4
4 1 1 3 0 1 2

m×1 است. 3- ماتریس ستونی ماتریسی است که یک ستون دارد. در حالت کلی مرتبۀ ماتریس ستونی به صورت 

م ماتریس های مقابل ستونی اند.	:لاث

A B C, ,
×

×

×
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4- ماتریس مربعی ماتریسی است که تعداد سطرها و ستون های آن با هم برابرند.

.»n می گوییم »ماتریس مربعی از مرتبۀ ، n n× n باشد، به جای اینکه بگوییم ماتریس از مرتبۀ  n× 1- اگر یک ماتریس از مرتبۀ 
ij درایه ها را به صورت زیر نام گذاری می کنیم: n nA a[ ] ×= 2- در ماتریس مربعی 
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ij

ij

ij

i j a

i j a

i j a

i j n a
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م ماتریس های زیر مربعی اند.	:لاث

A       B C, ,
×

×
×

 −
−   

= = =      
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1 3 0
2 1

4 2 1 4
3 0

0 5 7

5- ماتریس قطری ماتریسی مربعی است که تمام درایه های بالا و پایین قطر اصلی آن صفر هستند. به عبارت دیگر،

ij n n ijA a i j aSwH  uÄoU‰Á ¤ Io ¶ [ ] ( )×= ⇔ ≠ ⇒ =0

در ماتریس قطری درایه های روی قطر اصلی می توانند صفر باشند یا نباشند.

م ماتریس های زیر قطری اند.	:لاث

A  B  C  D  E, , , ,
×

× ×
× ×

   
       

= = = = =           −          
      

1 1
2 2 2 2

3 3 3 3

3 0 0 0 0 0
1 0 0 0

4 0 2 0 0 0 0
0 1 0 2

0 0 0 0 0 0

6- ماتریس اسکالر ماتریسی قطری است که درایه های روی قطر اصلی آن با هم برابرند.

م ماتریس های زیر اسکالر هستند.	:لاث

A B C, ,
×

×
×

 
   

= − = =      
    

  

1 1
2 2

3 3

2 0 0
1 0

6 0 2 0
0 1

0 0 2

nI یا به طور خلاصه  7- ماتریس همانی )واحد( ماتریس اسکالری است که درایه های روی قطر اصلی آن برابر 1 هستند. ماتریس همانی از مرتبۀ n را با 

 . n ij n nI [ ] ×= δ ، آن گاه  ij

i j

i j

=δ =
≠

1

0
با I نشان می دهیم. به عبارت دیگر اگر 

آن

م ماتریس های زیر همانی اند.	:لاث

I I I, ,
×

×
×

 
   

= = =      
    

  

1 2 31 1
2 2

3 3

1 0 0
1 0

1 0 1 0
0 1

0 0 1

. مجموع درایه های قطر اصلی ماتریس A کدام است؟ ija ij i= −3 2 ijA می دانیم  a[ ] ×= 3 3 در ماتریس 

28 )4  30 )3  17 )2  29 )1

. اکنون به دست می آید a = − =33 27 6 21 a و  = − =22 12 4 8  ، a = − =11 3 2 1 درایه های روی قطر اصلی را به دست می آوریم 

 A a a a uÄoUI¶ Â±ÅH oõ¤ Á»n ÁIÀï¾ÄHnj Ì¼µ\¶= + + = + + =11 22 33 1 8 21 30  
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 یک ماتریس قطری است؟

x

x

x x

 −
 
 −
 
 −  

3

2

2

2 1 0

1 5 0

0 3

به ازای چند مقدار x ماتریس 

3 )4  2 )3  1 )2 1( صفر 

در ماتریس قطری باید درایه های بالا و پایین قطر اصلی صفر باشند:
 x x       x x       x x x   x, , ,− = ⇒ = − = ⇒ =± − = ⇒ = =3 2 21 0 1 1 0 1 0 0 1  

x=1 است، پس به ازای یک مقدار x این ماتریس قطری است. اشتراک جواب های بالا 

a31 کدام است؟ ، مقدار  ija ij nj= + 2 ij یک ماتریس ستونی باشد و  n nA a ( ) ( )[ ] × −= 3 3 2 اگر 

4( این درایه وجود ندارد.  4 )3  2 )2  1 )1

3× اس�ت و  . در نتیجه A ماتریس�ی از مرتبۀ 1 n=1 پس ، n− =3 2 m×1 اس�ت. یعن�ی 1 چ�ون ای�ن ماتریس س�تونی اس�ت، پس مرتبۀ آن برابر 
. a = × + =31 3 1 1 4 . اکنون به دست می آید  ija ij j= + 2

تساویبیندوماتریس

دو ماتریس A و B مساوی هستند، اگر دو شرط زیر برقرار باشند:
2( درایه های ماتریس های A و B نظیربه نظیر با هم برابر باشند. 1( ماتریس های A و B هم مرتبه باشند. 

ij مساوی هستند اگر p qB b[ ] ×= ij و  m nA a[ ] ×= به عبارت دیگر، دو ماتریس 

. ij ija b=  ، j و i 2( به ازای هر  . n q= m و  p=  )1
. A B= در این حالت می نویسیم 

x کدام است؟ y z+ + ، حاصل  A B=  و 
x y

B
+ 

= 
−  

3 2

2 1
 ،

x y
A

z

− 
= 
  

2 5

1
اگر 

4  )4  3 )3   1  )2   −1  )1

 
x y x

      z
x y y

,
+ = =  ⇒ =− 
− = =  

2 5 2
2

2 3 1
، پس    A B= چون 

. x y z+ + = + − =2 1 2 اکنون به دست می آید 1

جمعماتریسها

ij و  m nA a[ ] ×= برای جمع کردن یا کم کردن دو ماتریس هم مرتبه کافی اس�ت درایه های نظیر را با هم جمع یا از هم کم کنیم. به عبارت دیگر، اگر 

ij ij ij ij m n ij ij ij ij m nA B a b a b A B a b a b      [ ] [ ] [ ] , [ ] [ ] [ ]× ×+ = + = + − = − = − ، آن گاه   ij m nB b[ ] ×=

m کدام است؟ n−2 ، مقدار 
m

i j i
n

− 
 + = +        

2 1 4
2

4
اگر 

12 )4  8 )3   −2  )2 1( صفر  

 
m m

n n

−         
= + ⇒ =         

+                  

3 5 1 4 1 1 3 5 5

6 8 4 2 2 6 8 6 2
برابری داده شده را به صورت مقابل می نویسیم:  

 
m m

m n
n n

= =  ⇒ ⇒ − = − = 
+ = =  

3 3
2 6 6 0

2 8 6
در نتیجه   
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ضربیکعددحقیقیدریکماتریس

، یعنی rA ، ی�ک ماتری�س هم مرتبه با ماتریس A اس�ت، به ط�وری که اگر  ij m nA a[ ] ×= ب�رای ه�ر ع�دد حقیق�ی r ، حاصل ض�رب r در ماتری�س 

، یعنی هر درایۀ ماتریس rA از ضرب درایۀ نظیرش در ماتریس A در عدد حقیقی r به دست می آید. ij ijd ra= ، آن گاه  ij m nrA d[ ] ×=

قرینۀیکماتریس

m اس�ت که از ضرب عدد 1− در ماتریس A به دس�ت می آید. این ماتریس را با  n× m باش�د. قرینۀ A ماتریس�ی  n× فرض کنید A یک ماتریس 
. A A( )− = −1 −A نمایش می دهیم، یعنی 

خواصمهمجمعماتریسهاوضربعدددرماتریس
دوعددحقیقیباشند،آنگاه s و r اگرB،AوCسهماتریسهممرتبهو

)خاصیتجابهجاییجمع(، A B B A+ = + )خاصیتشرکتپذیریجمع(،1( A B C A B C( ) ( )+ + = + + )2

)عضوخنثیبرایعملجمع(، A O O A A+ = + = )خاصیتعضوقرینه(،3( A A A A O( ) ( )+ − = − + = )4

، r A B rA rB( )± = ± )5، r s A rA sA( )± = ± )6

، rs A r sA( ) ( )= )7، A A =1 )8

، r O O= و A O=0 )9A B= ،آنگاه r≠0 و rA rB= 10(اگر
. rA rB= ،آنگاه A B= 11(اگر

X کدام است؟ Y+2 ، مجموع درایه های ماتریس  X Y B− = X و  Y A+ =  ، B i j
×

= +  2 24 3  ، A i j
×

= −  2 22 اگر 

 52  )4  30 )3   45  )2  23 )1

X را برحسب ماتریس های A و B به دست می آوریم: Y+2 ابتدا ماتریس 
A BXX Y A A BX Y A B

X Y B A BY
( )

+ =+ =   −⇒ ⇒ + = + + 
− = −  =

2 2 1
2

2
A را به دست می آوریم: B− A و  B+ با توجه به تعریف ماتریس های A و B ماتریس های 

A B i j i j i j       A B i j i j i j[ ] [ ] [ ] ( ), [ ] [ ] [ ] ( )× × × × × ×+ = − + + = + − = − − + = − −2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 4 3 6 2 2 2 4 3 2 4 3

. بنابرای�ن مجم�وع درایه ه�ای  X Y i j i j i[ ] [ ] [ ]× × ×

 
+ = + + − − = = 

  
2 2 2 2 2 2

5 5
2 6 2 2 5

10 10
) نتیج�ه می ش�ود  )3 ) و  )2  ،( )1 از تس�اوی های 

+ است. + + =5 5 10 10 30 X برابر  Y+2 ماتریس 

ضربماتریسها

ضرب ماتریس A در B )ماتریس A از سمت چپ در ماتریس B ضرب شده است( را به صورت AB نشان می دهیم.

AB شرطضربپذیریدوماتریسومرتبۀماتریس
1-ضربABزمانیتعریفمیشودکهتعدادستونهایAبرابرتعدادسطرهایBباشد.

. m n n p m pA B C× × ×= است،یعنی m p× Cازمرتبۀ AB= باشد،آنگاه n p× وBماتریس m n× 2-اگرAماتریس

، کدام گزینه قابل تعریف نیست؟ ijC c[ ] ×= 4 4 ijB و  b[ ] ×= 2 4  ، ijA a[ ] ×= 4 2 اگر 

 BC A+2  )4  ABC C+  )3   BCA  )2   AB C+  )1
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تک تک گزینه ها را بررسی می کنیم.
AB قابل تعریف است. C+ 4× است و هم مرتبه با C است، پس  4 گزینۀ )AB :)1 از مرتبۀ 
2× است و تعریف می شود.  2 2× است و در نتیجه BCA از مرتبۀ  4 گزینۀ )BC :)2 از مرتبۀ 

ABC قابل تعریف است.  C+ 4× است و هم مرتبه با C است، پس  4 4× است و ABC از مرتبۀ  4 گزینۀ )AB :)3 از مرتبۀ 
BC تعریف نمی شود. A+2 2× است و هم مرتبه با A نیست، پس  4 گزینۀ )BC :)4 از مرتبۀ 

m کدام است؟ n p+ + )p باشد، مقدار  )× +3 1 n و AB از مرتبۀ  m( )+ ×2 ، B از مرتبۀ  n p( ) ( )+ × +1 3 1 اگر A از مرتبۀ 
5  )4   4  )3   6  )2  1 )1

 ، n=2 p از این برابری ها  n+ = +3 1 2 . همچنین، چون AB تعریف می شود، پس  m p= +n و 1+ =1 3 )p است، پس  )× +3 1 چون AB از مرتبۀ 
 . m n p 5+ + = + + =2 2 1 p=1 به دست می آید. بنابراین  m=2 و 

ضربماتریسسطریدرماتریسستونی

، آن گاه تعریف می کنیم

n n

b

b
B

b
×

 
 
 

= 
 
 
  

11

21

1 1



n و  n
A a a a

×
 = 11 12 1 1

 اگر 

n n n

n

b

b
AB a a a a b a b a b

b

 
 
 

 = = + + +  
 
 
  

11

21
11 12 1 11 11 12 21 1 1

1

 



نوشت.
n

k k
k

A B a b
=

× =∑ 1 1
1

رابهصورت A B× ، nB ×1 و nA ×1 ازبرابریبالامیتوانبرای

، مقدار m کدام است؟ AB=7 B و 

m

 
 

= 
 

+  

5

2

3 1

 ، A m = − 3 2 اگر 

11 )4   −1  )3  2 )2  1 )1

 A B m m m m

m

 
 

 × = − = − + + = −    
+  

5

3 2 2 5 6 6 2 11 4

3 1

بنابر تعریف،  

m m − = ⇒ =11 4 7 1 . در نتیجه   A B× =7 بنابر فرض مسئله 

ضربماتریسهادرحالتکلی

ijc برابر است با ضرب سطر i ام A در  ij است که در آن درایۀ  m pC c[ ] ×= A ماتریسی مانند  B× ، آن گاه  ij n pB b[ ] ×= ij و  m nA a[ ] ×= اگر 
: B ام j ستون

j

j
ij i i in i j i j in nj

nj

b

b
c A i B j a a a a b a b a b

b

  ³H ³H ·¼Two‰w[ ] [ ]

 
 
 

 = × = = + + +  
 
 
  

1

2
1 2 1 1 2 2 
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نوشت.
n

ij ik kj
k

c a b
=

=∑
1

رابهصورت C A B= × باتوجهبهمطلبقبلمیتواندرایۀواقعدرسطرiاموستونjام

 BA مجموع درایه ه��ای روی قطر اصلی y و AB مجم��وع درایه های روی قط��ر اصلی x ، B
 

= 
−  

3 1

2 2
 ، A

− 
= 
  

2 1

3 1
اگ��ر 

x کدام است؟
y

باشد، حاصل 

1
3

 )4  3
2

 )3  1
2

 )2  1 )1

درایه های روی قطر اصلی AB و BA را به دست می آوریم:

 AB BA      ,
− − − +               

= = = = = =               
− − − − − −                              

2 1 3 1 6 2 4 3 1 2 1 6 3 9

3 1 2 2 3 2 1 2 2 3 1 2 2 4

. x
y
= =5 1
5

. در نتیجه  y= − =9 4 5 =x و  + =4 1 5 بنابراین 

می توان ثابت کرد که در حالت کلی برای دو ماتریس مربعی مرتبۀ دو A و B مجموع درایه های قطر اصلی ماتریس های AB و BA با هم برابرند. 

m کدام است؟ n+3 B و AB ماتریسی قطری باشد، مقدار 
n

 
= 

−  

2 1

1
 ،

m
A

 
= 

−  

2

1 3
اگر 

 4  )4  2 )3  1 )2 1( صفر 

 
m m n m

AB
n n

+ −     
= =     

− − − + −          

2 2 1 2 2 2

1 3 1 2 3 4
ابتدا ماتریس AB را به دست می آوریم:   

 
mm

   m n
n n

=− = ⇒ ⇒ + = + = 
− + = =  

22 0
3 2 2 422 3 0

3

چون این ماتریس قطری است، پس  

x کدام است؟ y+3 ، مقدار 
x y

y x

− +     
=     

−          

3 1 5

4 2 3
در تساوی 

5  )4   −2  )3  3 )2 1( صفر 
x x

y y

− − +     
=     

− +          

3 1 6

4 2 4 2
ابتدا حاصل ضرب سمت چپ تساوی داده شده را به دست می آوریم:  

x y x y x y
x y

y x y x x y
  ,

− + + − + = + + =      = ⇒ ⇒ ⇒ = =−     
− + − − + =− + =          

6 5 6 5 1
2 1

4 2 3 4 2 3 3 2 4
در نتیجه  

 . x y ( )+ = − =3 3 2 1 5 بنابراین 

c32 کدام است؟ ، مقدار  iji j i j c[ ] [ ] [ ]× ×− × + =3 2 2 32 اگر 

21 )4  14  )3  17 )2  15  )1

ijb به دست می آید i j= +2  ، ijB b[ ] ×= 2 3 ija و  i j= −  ، ijA a[ ] ×= 3 2 با فرض 

b
c A B a a

b
uÄoUI¶ ³¼w oõw uÄoUI¶ ³»j ·¼Tw( )( )

   
   = = = = + =            

12
32 31 32

22

4
2 1 8 6 14

6
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A و درایه های ماتریس A عددهای طبیعی باشند، کمترین مقدار مجموع درایه های ماتریس A چقدر است؟ A
   

=   
      

1 1 1 1

2 0 2 0
اگر 

8 )4  6  )3   5  )2  4  )1

d اعدادی طبیعی باشند. بنابر فرض سؤال، c و   ، b  ، a ، به طوری که 
a b

A
c d

 
= 
  

فرض می کنیم 

a b a b a b a a c b d
A A    

c d c d c d c a b

+ + +               
= ⇒ = ⇒ =               

+                              

1 1 1 1 1 1 1 1 2

2 0 2 0 2 0 2 0 2 2 2

a b a c c b a b d      ,+ = + ⇒ = = +2 2 درایه های نظیر این دو ماتریس برابرند. بنابراین 

b به ازای  d+4 2 d اع�داد طبیعی هس�تند، پس کمترین مق�دار  b و  b اس�ت. چون  d+4 2  و مجم�وع درایه ه�ای آن 
b d b

A
b d

+ 
= 
  2

پ�س 

b به دست می آید که برابر 6 است. d= =1

5 و مجموع  ijB مفروض اند. اگر مجموع درایه های س��تون اول و سوم ماتریس B روی هم برابر  b[ ] ×= 3 3 A و  i[ ] ×= 3 3 ماتریس های 

42 باشد، مجموع درایه های ستون دوم ماتریس B کدام است؟ درایه های ماتریس AB برابر 
7 )4  3 )3  6  )2  2 )1

. در نتیجه
a b c

B d e f

g h i

 
 

= 
 
  

. فرض می کنیم  A

 
 

= 
 
  

1 1 1

2 2 2

3 3 3

از تعریف ماتریس A به دست می آید 

 
a d g b e h c f i

AB a d g b e h c f i

a d g b e h c f i

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

 + + + + + +
 

= + + + + + + 
 

+ + + + + +  

2 2 2

3 3 3

 

42 اس�ت. مجموع درایه های س�تون دوم B را x فرض می کنیم. اکنون ب�ا توجه به اینکه مجموع  بناب�ر ف�رض مس�ئله، مجموع درایه های AB برابر 
 . x=2 . در نتیجه  x× + =6 5 6 42 5 است، به دست می آید  درایه های ستون اول و سوم ماتریس B روی هم برابر 

تواندرماتریسها

( تعریف می کنیم. n∈ n>1( n و  nA AA −= 1 ، …  و  A AA=3 2  ، A AA=2 فرض کنید A ماتریسی مربعی باشد. توان های A را به صورت 

A کدام است؟ A−2 ij تعریف شده است. مجموع درایه های ماتریس 

i j
a

i j

==
≠

0

1
ijA به صورت  a[ ] ×= 3 3 ماتریس 

9 )4  12 )3   6  )2 1( صفر 

. اکنون به دست می آید  A

 
 

= 
 
  

0 1 1

1 0 1

1 1 0

درایه های ماتریس A را به دست می آوریم، در این صورت 

A

     
     

= =     
     
          

2
0 1 1 0 1 1 2 1 1

1 0 1 1 0 1 1 2 1

1 1 0 1 1 0 1 1 2

 A A I A A I ÁIÀï¾ÄHnj Ì¼µ\¶  ÁIÀï¾ÄHnj Ì¼µ\¶

     
     

− = − = = ⇒ − = =     
     
          

2 2
2 1 1 0 1 1 2 0 0

1 2 1 1 0 1 0 2 0 2 2 6

1 1 2 1 1 0 0 0 2

در نتیجه،  
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، مجموع درایه های قطر اصلی ماتریس C2 کدام است؟
A

C
B

 
= 
  

B و 
− 

 = −  

1 3 1 3

1 15 1
2 3

 ، A

 
 

= 
 
  

11 4 1
5

1 11 2
4 3

اگر 

4  )4  16 )3  12 )2  13 )1

ماتریس C برابر است با

 
A

C
B

 
 
 
  
 = = 
   −   
 

− 
 

11 4 1
5

1 11 2
4 3
1 3 1 3

1 15 1
2 3

 

C2 را به دست آوریم پس لازم است قطر اصلی 

C C C

? ? ?

? ? ?

? ? ?

? ? ?

   
     
     
     
   = × = = 
     − −     
      − −   
   

2

1 11 4 1 1 4 1
45 5

1 1 1 1 41 2 1 2
4 3 4 3

41 3 1 3 1 3 1 3
41 1 1 15 1 5 1

2 3 2 3

 

+ است.  + + =4 4 4 4 16 C2 برابر  بنابراین مجموع درایه های قطر اصلی ماتریس 

خواصعملضربماتریسها

AB در حالت کلی درست نیست.  BA= ویژگی 1: ضرب ماتریس ها در حالت کلی خاصیت جابه جایی ندارد، یعنی تساوی 

عدم برقراری خاصیت جابه جایی در ضرب ماتریس ها باعث می شود خواصی که در عبارت های جبری وجود دارد، در ماتریس ها برقرار نباشد. به عنوان 
. AB ABAB( ) =2 ، بلکه می نویسیم  A B2 2 )AB را نباید بنویسیم  )2 مثال 

باهمجابهجاییدارند.
a b

b a

− 
 
  

1-ماتریسهایبهصورت

باهمجابهجاییدارند.
a b

b a

 
 
  

2-ماتریسهایبهصورت

،عضوخنثیبرایعملضربماتریسهایمربعیمرتبۀnاستوباآنهاخاصیتجابهجاییدارد: nI 3-ماتریسهمانی

n n n n n n n nA I I A A× × ×× = × = 

 m n n m m n m nA I I A A× × ×× = × =  باشد،برابریبالابهصورتمقابلاست: m n× توجه:اگرAماتریسغیرمربعیازمرتبۀ

. kI I= ،kوعددطبیعیIِبرایهرماتریسهمانی

AجابهجامیشودوبرایمحاسبۀحاصلضربکافیاستعددرویقطراصلیBباهرماتریسدلخواهوهممرتبهباآنمانندAماتریساسکالر
A rI , A   B AB BA rBIM ¾LUo¶ï´À( )= ⇒ = = رادرتمامدرایههایماتریسBضربکنیم:

21 
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برایبهتوانرساندنیکماتریساسکالر،کافیاستدرایههایقطراصلیآنرابهتوانبرسانیم:



n n

n

n

rr

r r

r r

  
  
 = 
  
      

0 00 0

0 0 0 0

0 0 0 0



ماتری�سقطریAباماتریسدلخواهوهممرتبهب�اآنمانندBدرحالتکلیجابهجاییندارد،اماماتریسهایقطریهممرتبهجابهجاییدارندو
حاصلضربآنهایکماتریسقطریاستکهدرایههایقطراصلیآنازضربنظیربهنظیردرایههایایندوماتریسبهدستمیآیند:



r s r s

r s r s

r s r s

     
     

=     
     
          

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0



برایبهتوانرساندنیکماتریسقطری،کافیاستدرایههایقطراصلیآنرابهتوانبرسانیم.



n n

n

n

rr

r r

r r

  
  
 = 
  
      

11

2 2

3 3

0 00 0

0 0 0 0

0 0 0 0



a کدام است؟ b+ ، حاصل  AB BA O− = ، اگر 
a

B
b

 
= 
  

3

2
A و 

− 
= 
  

4 1

1 4
برای دو ماتریس 

5 )4  1 )3   −1  )2  3 )1

 است، پس اگر B هم به همین صورت باشد، آن گاه 
a b

b a

− 
 
  

بنابر فرض، ماتریس های A و B با هم جابه جایی دارند. چون ماتریس A به صورت 

ماتریس ه�ای A و B باه�م جابه جای�ی دارند. در نتیجه در ماتریس B درایه های قط�ر اصلی را با هم برابر و درایه های قطر فرعی را قرینۀ یکدیگردر نظر 
 . a b+ ، یعنی 1= a=−2 b=3 و  می گیریم. پس 

A برقرار است.  BC AB C( ) ( )= ، B و C خاصیت شرکت پذیری، یعنی  A ویژگی 2 )خاصیت ش�رکت پذیری ضرب ماتریس ها(: برای س�ه ماتریس 
توجه کنید که باید ضرب های ماتریسی این تساوی قابل تعریف باشند.

A20 کدام است؟ ، ماتریس  BA B= AB و  A= اگر 
 O  )4  I )3  B )2  A )1

، می ت�وان نتیجه گرف�ت A به هر توانی برس�د خودش  A A=2 . چون  A A A AB A A BA AB A( ) ( )= × = = = =2 بناب�ر فرض ه�ای س�ؤال 

  A A A A A A A ,  A A A A A A A= × = × = = = × = × = =3 2 2 4 3 2 می شود، در واقع  

. A A=20 پس 

D کدام است؟ ABC= ، درایۀ سطر اول و ستون دوم ماتریس  C
− 

= 
  

1 1

2 3
B و 

 −
 

= 
 
  

1 1

2 1

1 0

 ، A
− 

= 
−  

2 2 1

1 1 3
اگر 

3 )4 3( صفر    −5  )2  5 )1
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ابتدا AB را به دست می آوریم:

 AB

 −
− −     

= =     
−        

  

1 1
2 2 1 5 0

2 1
1 1 3 0 0

1 0

 

 ABC AB C( )
− − −     

= = =     
          

5 0 1 1 5 5

0 0 2 3 0 0
اکنون توجه کنید که  

بنابراین درایۀ سطر اول و ستون دوم ABC برابر 5 است. 

می توان با استفاده از نکتۀ بعد این مسئله را به روش کوتاه تری حل کرد.

،برایپیداکردندرایۀسطرiاموستونjامماتریسDبهصورتزیرعملمیکنیم: ABC D= اگر

ijd A i B C j uÄoUI¶ ³H  oõw  uÄoUI¶ ³H  ·¼Tw( ) ( )= 

A3 کدام است؟ ، درایۀ واقع بر سطر دوم و ستون سوم ماتریس  A

 − −
 

= − 
 
  

0 1 2

1 0 1

2 1 0

اگر 

2 )4  5 )3  7 )2  6 )1

با توجه به نکتۀ قبل

 

A A A AuÄoUI¶ ³¼w ·¼Tw » ³»joõw ¾ÄHnj  ³»j oõw  ³¼w ·¼Twá ( ) ( )=

     − − − −
     

   = − − − = − − − − = + + =             
          

3

0 1 2 2 2

1 0 1 1 0 1 1 2 2 2 1 4 2 0 6

2 1 0 0 0

 

، به ازای کدام مقدار x تساوی ijD d ABC[ ]= = C و  x x

x

 −
 

= 
 

−  

1 1 1

1

1 1

 ، B

 −
 

= 
 
  

2 1 3

2 2 1

1 1 1

 ، A

 −
 

= − 
 
  

1 2 1

2 1 1

1 1 0

اگر 

d برقرار است؟ d=23 32

4( صفر  9
4

 )3  4
5

 )2   7
4

 )1

d32 را محاسبه می کنیم. d23 و   

 d x x x x

     −
     

   = − = − = − + = −             
          

23

2 1 3 1 1

2 1 1 2 2 1 3 3 6 3 3 6 9 3

1 1 1 1 1

 

 d x x x x

     −
     

   = = = + − =             
− −          

32

2 1 3 1 1

1 1 0 2 2 1 4 1 4 4 4

1 1 1 1 1

  

. x=9
4

، یعنی  x x− =9 3 d نتیجه می گیریم  d=23 32 از برابری 
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، عدد k کدام است؟ AB kB A=3 3 AB و  BA O+ =3 ، اگر  B برای دو ماتریس مربعی مرتبۀ 2 به نام های A و 
1
27

 )4  −27  )3  27 )2   − 1
27

 )1

AB BA      ( ) ( )= − 1 1
3

AB نتیجه می گیریم   BA O+ =3 از برابری 

 AB BAB AB B BA B A( )( ) ( ) ( )= − → = − − =12 2 21 1 1 1
3 3 3 9

این تساوی را از راست در ماتریس B ضرب می کنیم:  

 AB B AB AB B BA B A( ) ( )= → = − =−13 2 3 2 31 1 1 1
9 9 3 27

مجدداً این تساوی را از راست در ماتریس B ضرب می کنیم:  

. k=− 1
27

AB به دست می آید  kB A=3 3 AB و  B A=−3 31
27

اکنون با مقایسۀ 

p س�ه ماتریس باشند ضرب ماتریس A در مجموع  nC × p و  nB ×  ، m pA × ویژگی 3 )خاصیت توزیع پذیری یا پخش�ی ضرب نس�بت به جمع(: اگر 

B خاصیت توزیع پذیری یا پخشی دارد، یعنی C+
 A B C A B A C( ) ( ) ( )× + = × + ×  

. A B C A C B C( ) ( ) ( )+ × = × + × p سه ماتریس باشند، آن گاه  nC × m و  pB ×  ، m pA × همچنین، اگر 

عملفاکتورگیریدرماتریسها

اگربخواهیمدریکعبارتِماتریسیازیکماتریسفاکتوربگیریم،حتماًبایدماتریسموردنظردرهمۀعبارتهاازیکطرفضربشدهباشد.

م 	:لاث
AB AC A B C AC BC A B C AB BC B

AB A A B I BA A B I A

             SÎo¬ n¼T¨IÎ   pH ·H¼UïÂµº RnILø ¸ÄH nj

      

( ) , ( ) , ( )

( ) , ( )

+ = + + = + +

+ = + + = +2 2 3 3

A کدام است؟ A B B( )− 2 ، حاصل  BA B= AB و  A= اگر A و B دو ماتریس مربعی هم مرتبه باشند. 
 B4  )4   A4  )3  A B( )−4  )2   O  )1

: A A=2 BA ثابت می کنیم  B= AB و  A= بنابر فرض های 

 A BA B AB AAB A ABA A AB A A A× = == → = → = → =2 2 2  

. بنابراین B B= 2 به طور مشابه می توان ثابت کرد 

 
O

A A B B A A B A B B A AB AB B A A A B A B( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) O( ) O− = − − = − − = − − = − =2 2 2


 

BA کدام است؟ A+3 ، حاصل  B

 −
 

= − 
 

−  

3 0 0

0 3 0

0 0 3

A و  i j[ ] ×= − 3 33 2 اگر 

 −
 

− 
 
−  

1 1 0

0 1 1

1 0 1

 )4  A2  )3   A−  )2   O  )1

BA از سمت راست از A فاکتور می گیریم، در این صورت   A+3 . در عبارت  B I=−3 از فرض سؤال نتیجه می گیریم 
  BA A B I A I I A OA O( ) ( )+ = + = − + = =3 3 3 3
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(O) است. (O) در هر ماتریس ضرب شود )به شرط قابل تعریف بودن ضرب(، حاصل آن ماتریس صفر  ماتریس صفر 

A کدام است؟  8 1 ، حاصل  A   − =   5 1 3 4 A و    = −   3 2 2 1 اگر 

  6 6  )4   − 7 2  )3    5 3  )2    − 6 4  )1

. از سمت راست از A فاکتور می گیریم: A A       + − = − +       3 2 5 1 2 1 3 4 طرفین دو برابری داده شده را با هم جمع می کنیم 

 ( )A A         + − = ⇒ =         3 2 5 1 5 3 8 1 5 3  

A . مقدار  B A B
− − −     

= +     
−          

2 3 3 2 2 2

0 1 2 1 2 0
 و 

m
AB

n

− + 
= 

−  

2 2

0 4
A و B دو ماتریس مربعی مرتبۀ 2 هستند، 

m کدام است؟ n+
4  )4  2 )3  6 )2 1( صفر 

در عبارت داده شده، از سمت چپ از A و از سمت راست از B فاکتور می گیریم:

 A B A B A B A B AIB AB
− − − −           

 + = + = = =         
 − −                    

3 2 2 2 3 2 2 2 1 0

2 1 2 0 2 1 2 0 0 1
 

 
m m

n n

− + − + =    = ⇒    
− − =        

2 2 2 3 2 3

0 4 0 1 4 1
اکنون نتیجه می گیریم   

 . m n+ =6 . بنابراین  n=5 یعنی m=1 و 

ویژگی 4 )بررس�ی قانون حذف در ضرب ماتریس ها(: می توان دو طرف یک برابری ماتریس�ی را )در صورت قابل تعریف بودن ضرب( در یک ماتریس 
دلخواه ضرب کرد. فقط دقت کنید جهت ضرب شدن مهم است:

 
A

A

AB AC
B C

BA CA

×

×

→ == 
→ =

 

دقت کنید که عکس این مطلب درست نیست، یعنی نمی توان از دو طرفِ یک برابری ماتریسی، ماتریس خاصی را حذف کرد. به عبارت دیگر، اگر 
 . B C= ، نمی توان نتیجه گرفت  AB AC=

،نمیت�واننتیجهگرفت AB O= .اماعکساینمطلبلزوماًدرس�تنیس�ت،یعنیاگر AB O= ،نتیج�همیگیریم B O= ی�ا A O= اگ�ر

. B O= یا A O=

برابریکیلی-همیلتون

بحث را با یک تست شروع می کنیم:

α+β2 کدام است؟ ، حاصل  A A I=α +β2 A و 
− 

= 
  

2 1

3 2
اگر 

15  )4   −4  )3  1 )2 1( صفر 
A2 را محاسبه می کنیم ابتدا ماتریس 

 A
− − −     

= =     
          

2 2 1 2 1 1 4

3 2 3 2 12 1
 

 
− α −α β α+β −α       

= + =       
α α β α α+β              

1 4 2 0 2

12 1 3 2 0 3 2
A به دست می آید   A I=α +β2 از برابری 

 . α+β=2 1 بنابراین 
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می توان مسئلۀ قبل را با قضیۀ زیر که معروف به قضیۀ کیلی - همیلتون است، ساده تر و کوتاه تر حل کرد:

قضیۀ کیلی - همیلتون

 A a d A ad bc( ) ( ) I= + − −2 ، آن گاه 
a b

A
c d

 
= 
  

اگر 

اکنون تست قبل را با استفاده از قضیۀ کیلی - همیلتون به صورت زیر حل می کنیم. بنابر قضیۀ کیلی - همیلتون،
 A A A I( ) ( ) I= + − + = −2 2 2 4 3 4 7  

 . α+β= − =2 8 7 β=−7. در نتیجه 1 α=4 و  A به دست می آید  A I=α +β2 با مقایسۀ این برابری با برابری 

m کدام است؟ n+ ، مقدار  A mA nI= +3 A و 
 

= 
  

1 1

2 1
اگر 

3 )4  7 )3  5 )2   −4  )1

. دو طرف این برابری را در A ضرب می کنیم: A A A I( ) ( ) I= + − − = +2 1 1 1 2 2 بنابر قضیۀ کیلی - همیلتون، 

 A A A A I A A I( )= + = + + = +3 22 2 2 5 2  
. m n+ =7 . در نتیجه  n=2 m=5 و  A به دست می آید  mA nI= +3 با مقایسۀ این برابری با 

بررسیاتحادهادرماتریسها

در حالت کلی اتحادهای جبری برای ماتریس ها برقرار نیست.

م 	:لاث
A B A AB B A B A B A B

A B A B A B A AB BA B A B A B A AB BA B

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

 + ≠ + + + − ≠ − 
 

+ = + + = + + + + − = − + − 
•


•
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

،آنگاهاتحادهابرایاینماتریسهابرقراراست. AB BA( )= اگردوماتریسAوBجابهجاشوندهباشند

م ، آن گاه	:لاث AB BA= اگر 
A B A AB B A B A AB B A B A B A B              ( ) , ( ) , ( )( )+ = + + − = − + − + = −2 2 2 2 2 2 2 22 2

، پس I با هر ماتریس مربعی هم مرتبه اش در اتحادها صدق می کند: AI IA= چون 

 
A I A A I A I A I A I A I A A I A I

A I A A I A I A I A A A I A I A A A I

  

  

( ) , ( )( ) , ( )( )

( )( ) , ( ) , ( )

± = ± + + − = − − + + = −

+ − + = + + = + + + − = − + −

2 2 2 2 3

2 3 3 3 2 3 3 2

2

3 3 3 3

AB کدام است؟ BA+ ، ماتریس  A B
 

+ = 
  

3 2

2 3
B و 

 
= 
  

2 7 3

9 7
 ، A

 
= 
  

2 0 3

3 3
اگر 

 
 
 
  

1 4

5 2
 )4   

 
 
 
  

3 3

33
2

 )3   
 
 
  

6 6

0 3
 )2   

 
 
  

2 2

2 1
 )1

، پس A B A AB BA B( )+ = + + +2 2 2 می دانیم 

AB BA A B A B( )
               

+ = + − − = − − = − − =               
                              

2 2 2 3 2 3 2 0 3 7 3 13 12 0 3 7 3 6 6

2 3 2 3 3 3 9 7 12 13 3 3 9 7 0 3

1 
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)A کدام است؟ I)+2 2 ، حاصل  A I A= −3 2 اگر 
A−  )4  A I−  )3   A I+  )2  A )1

A A A      ( )= −4 22 1 A را در A ضرب می کنیم:    I A= −3 2 دو طرف برابری 

 A I A A I A I A A A I A I( )( ) ( ) ( )+ = + + → + = − + + = +12 2 4 2 2 2 2 22 2 2 اکنون توجه کنید که  

A درایۀ سطر دوم و ستون دوم کدام است؟ I A I( )( )+ − ، در ماتریس  A

 
 

= − 
 
  

1 0 1

1 0 1

0 1 1

اگر 

4( صفر  1 )3  −1  )2  4 )1

 A

     
     

= − − = −     
     

−          

2
1 0 1 1 0 1 1 1 2

1 0 1 1 0 1 1 1 0

0 1 1 0 1 1 1 1 2

A2 را به دست می آوریم:   ابتدا ماتریس 

 A I A I A I A I( )( )

     
     

+ − = − = − = − − = −     
     
− −          

2 2 2
1 1 2 1 0 0 0 1 2

1 1 0 0 1 0 1 0 0

1 1 2 0 0 1 1 1 1

اکنون بنابر اتحادها می توان نوشت  

A برابر صفر است.  I A I( )( )+ − بنابراین درایۀ سطر دوم و ستون دوم ماتریس 

B کدام است؟ C+2 2 ، ماتریس  C A I= − B و  A I= +  ، A I=2 اگر A یک ماتریس مربعی از مرتبۀ n باشد و 
 I4  )4   I2  )3   I )2   O  )1

B به دست می آید C+2 2 C در عبارت  A I= − B و  A I= + با قرار دادن 
 B C A I A I A A I A A I A I( ) ( )+ = + + − = + + + − + = +2 2 2 2 2 2 22 2 2 2  

. B C I I I+ = + =2 2 2 2 4 ، پس  A I=2 چون 

توانهایبالاییکماتریسمربعی

گاهی یک ماتریس را به ما می دهند و می خواهند که توان هایی از آن را به دست آوریم. برای حل این مسئله ها ماتریس را به توان 2، 3 و … می رسانیم، تا 
جایی که قانونی به دست آوریم که محاسبۀ توانِ خواسته شده امکان پذیر باشد )البته گاهی این ماتریس ها از قانون خاصی پیروی نمی کنند(. 

A کدام است؟ A−1399 1400 ، حاصل  A
− 

= 
−  

2 1

3 2
اگر 

− 
 

−  

3 1

3 1
 )4  

− 
 
−  

1 1

3 3
 )3  O  )2   

− 
 

−  

1 1

3 3
 )1

. به همین  A A=3 . با ضرب طرفین این برابری در ماتریس A به دست می آید  A I
− −     

= = =     
− −          

2 2 1 2 1 1 0

3 2 3 2 0 1
توجه کنید که 

، که k عددی طبیعی است(، آن گاه  n k=2 . در نتیجه اگر n زوج باشد، )فرض کنید  A A I= =4 2 صورت، مجدداً دو طرف را در A ضرب می کنیم 

 n k k kA A A I I( )= = = =2 2  

، که k عددی طبیعی است(، آن گاه  n k= +2 1 و اگر n فرد باشد )فرض کنید 
n k k kA A A A A I A( ) ( )+= = = =2 1 2  
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. n
I n

A
A n

k{IM Z»p 

k{IM joÎ 

=


پس 

بنابراین

 . A A A I
− −     

− = − = − =     
− −          

1399 1400 2 1 1 0 1 1

3 2 0 1 3 3

 n
I n

A
A n

k{IM Z»p » Â÷ÃLö 

k{IM joÎ » Â÷ÃLö 

=


،آنگاه A I=2 اگر

A5 چقدر است؟ ، مجموع درایه های ماتریس  A

 − − −
 

= − − − 
 
− − −  

1 1 1

1 1 1

1 1 1

اگر 

63  )4  − 63  )3  73  )2   − 73  )1

 A A

     − − − − − −
     

= − − − − − − = =−     
     
− − − − − −          

2
1 1 1 1 1 1 3 3 3

1 1 1 1 1 1 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 3 3 3

A2 را به دست می آوریم:   ابتدا ماتریس 

. بنابرای�ن می توان ثابت کرد ب�ه ازای هر عدد  A A A A( ) ( )=− =− − = −3 2 23 3 3 3 A را در A ض�رب می کنیم  A=−2 3 دو ط�رف براب�ری 

A A A( )

 − − −
 

= − = = − − − 
 
− − −  

5 4
81 81 81

3 81 81 81 81

81 81 81

. در نتیجه   n nA A( ) −= − 13  ، n طبیعی

 . A  uÄoUI¶ ÁIÀ¾ÄHnj Ì¼µ\¶ ( )= × − =−5 69 81 3 اکنون به دست می آید 

. n nA k A−= 1 ،nآنگاهبهازایهرعددطبیعی، A kA=2 اگر

A کدام است؟ A+1399 1398 ، حاصل  A

 −
 

= 
 
  

0 1 2

0 0 3

0 0 0

اگر 

A A+3  )4  A I+  )3   A I−  )2   O  )1

A2 را پیدا می کنیم: ابتدا 

 AA A×

           − − −
           

= = → = =           
           
                      

2 3
0 1 2 0 1 2 0 0 3 0 0 3 0 1 2 0 0 0

0 0 3 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

 

. در نتیجه nA O=  ، n≥3 . به سادگی می توان نتیجه گرفت به ازای هر عدد طبیعی n که  A O=3 یعنی 
 A A O O O+ = + =1399 1398  

. nA O= بهدستمیآید n k≥ ،آنگاهبهازایهرعددطبیعیnکه kA O= ،kاگربهازایعددطبیعیAبرایماتریسمربعی
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A100 کدام است؟ ، مجموع درایه های  A
− 

= 
  

1 10

0 0
اگر 

1009  )4  9 )3   −9  )2  11 )1

A را در A ضرب می کنی�م، بنابراین  A=2 . طرفین براب�ری  A A
− − −     

= = =     
          

2 1 10 1 10 1 10

0 0 0 0 0 0
A2 را پی�دا می کنی�م  ابت�دا 

 . A ÁIÀï¾ÄHnj Ì¼µ\¶= − =−100 1 10 9 . در نتیجه  A A
− 

= = 
  

100 1 10

0 0
. پس A به هر توانی برسد، خودش می شود، یعنی  A A A= =3 2

. nA A= ،آنگاهبهازایهرعددطبیعیnبهدستمیآید A A=2 ،اگر A برایماتریسمربعی

A برابر کدام است؟ A A+ +30 20 10 ، حاصل 
x

A
x

x

tan

tan
cos

− 
 = −  2

1

1 اگر 

 I−3  )4   I−  )3   I3  )2  I )1

. بنابراین x
x

tan
cos

+ =2
2
11 می دانیم 

x  x x
xA

x x x  x x x
x x

I
x x

tantan tan
cos

tan tan tancos cos cos

tan tan

tan tan

 −− −          = =   − −  −         
 − −
 = =−
 − − 

2
22

22 2 2

2 2

2 2

1 01 1

1 1 10

1 0

0 1

. پس  A A I I( ) ( )= = − =−30 2 15 15 A و  A I I( ) ( )= = − =20 2 10 10  ، A A I I( ) ( )= = − =−10 2 5 5 در نتیجه 

A A A I I I I+ + =− + − =−30 20 10

A1400 کدام است؟ ، مجموع درایه های ماتریس  A
− 

= 
  

2 1

1 0
اگر 

1357 )4  2 )3  1 )2 1( صفر 

 A
− − −     

= =     
−          

2 2 1 2 1 3 2

1 0 1 0 2 1
A2 را پیدا می کنیم:   ابتدا 

 A
− − −     

= =     
− −          

3 3 2 2 1 4 3

2 1 1 0 3 2
دو طرف تس�اوی بالا را در A ضرب می کنیم:  

 A
− − −     

= =     
− −          

4 4 3 2 1 5 4

3 2 1 0 4 3
مجدداً دو طرف این برابری را در A ضرب می کنیم:  

 n
n n

A
n n

+ − 
= 

− +  

1

1
  ،n به این ترتیب برای هر عدد طبیعی

. A  ÁIÀï¾ÄHnj Ì¼µ\¶=1400 2 ، پس  nA  ÁIÀï¾ÄHnj Ì¼µ\¶=2 بنابراین 
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nA برابر 1400 باشد، مقدار n کدام است؟ A و مجموع درایه های ماتریس 
 

= 
  

1 1

0 1
اگر 

1399 )4  1398 )3  1397 )2  1396 )1

A و 
     

= =     
          

2 1 1 1 1 1 2

0 1 0 1 0 1
nA را حدس می زنیم  A3 را به دست می آوریم و از روی آن ها ماتریس  A2 و  ابتدا ماتریس های 

 A A A
     

= = =     
          

3 2 1 2 1 1 1 3

0 1 0 1 0 1
 

، در نتیجه  n+ =2 1400 n+2 است. بنابر فرض مسئله  n که مجموع درایه های آن برابر 
n

A
 

= 
  

1

0 1
 ،n ثابت می شود برای هر عدد طبیعی

 . n=1398

ij تعریف شده است. مجموع درایه های ماتریس A کدام است؟- 534
i j i j

a
j i i j

 + ≥=
− <

2 2

2
ijA به صورت  a[ ] ×= 2 3 درایه های ماتریس 

29 )4  25 )3  23 )2  17 )1

a برابر کدام است؟- 535 a a− +24 31 332 3 4 ij مفروض است. مقدار 

i j i j

a i j

i i j

 + >
= =


− <
2

7

1

ijA با درایه های  a[ ] ×= 3 4 ماتریس 

24 )4  20 )3  18 )2  22 )1
n برابر کدام است؟- 536 nA n ij ( ) ( )[ ] − ×= − 6 22 مجموع درایه های روی قطر اصلی ماتریس مربعی 

 −53  )4   −52  )3   −51  )2   −50  )1

ija در کدام گزینه به درستی تعریف شده است؟- 537  ، ijA a[ ] ×= 3 3 A مفروض است. اگر 

 
 

= 
 
  

4 1 2

3 4 1

4 5 4

ماتریس 

 ij

j i i j

a i j

i j i j

 − <
= =

+ >

4  )4  ij

i i j

a i j

j i j

 − <
= =

+ >

1

4

1

 )3   ij

j i j

a i j

i i j

 − <
= =

+ >

1

4

1

 )2   ij

i j i j

a i j

i j i j

 − <
= =

+ >

4  )1

x برابر کدام است؟- 538 y z− +2
2

 مساوی باشند، مقدار 
x y

B
+ 

= 
−  

3

2 3
 و 

x y
A

z

− 
= 

−  

9

2 1
اگر دو ماتریس 

 −4  )4  12 )3  6 )2   −2  )1

A برابر کدام است؟- 539 B−2 ، مجموع درایه های ستون دوم ماتریس  B i j[ ] ×= −2 3 33 A و  ij[ ] ×= − 3 32 1 اگر 

46 )4  44 )3  42 )2  40 )1

m کدام است؟- 540 n( , ) ، زوج مرتب  mA nB
− − 

− = 
  

3 4

5 0
B و 

 
= 

−  

1 0

1 3
 ، A

− 
= 
  

0 2

1 2
اگر 

 ( , )3 2  )2    ( , )− −3 2  )1

4( چنین زوج مرتبی وجود ندارد.    ( , )2 3  )3
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، کدام ضرب قابل تعریف است؟- 541 ijC c[ ] ×= 3 5 ijB و  b[ ] ×= 4 3  ، ijA a[ ] ×= 2 3 اگر 

BA )4  AC )3  CB )2  AB )1

AB برابر کدام است؟- 542 BA− B را در نظر بگیرید. ماتریس 
− − 

= 
  

1 4

1 0
A و 

 
= 

−  

1 2

1 3
ماتریس های 

 
 

−  

2 10

3 2
 )4   

− 
 
  

2 10

3 2
 )3   

 
 
  

1 10

3 1
 )2   

 
 
  

0 0

0 0
 )1

A درست است؟- 543 A I O+ − =2 2 ، به ازای چند مقدار k تساوی ماتریسی  A
k

− 
= 
  

1 1

2
اگر 

2 )4  1 )3 2( نامتناهی  1( صفر 

a کدام است؟- 544 b− ، مقدار  c =22 0 c و  =21 16  ، ijC AB c[ ]= =  ، B b a

 −
 

= 
 

−  

1 1 1

2

3 4 5

 ، A a

 −
 

= 
 
  

1 2 3

2 2

0 1 0

اگر 

−11  )4  6 )3  9 )2   −17  )1

C2 برابر کدام است؟- 545 ، مجموع درایه های ماتریس 
B

C
A

 
= 
  

B مفروض اند. اگر  i j[ ]×= + 1 32 A و  i j[ ] ×= − 2 32 دو ماتریس 

58 )4  57 )3  56 )2  55 )1

a برابر - 546 b−2 3  مفروض اند. اگر AB ماتریس��ی قطری باش��د، حاصل 

a

B a

b

 −
 

= 
 
  

2

1

2 3

 و 
b

A
a

− − 
= 

−  

2 1

2 1
ماتریس ه��ای 

کدام است؟

2 )4   
4

9  )3   1
2

 )2   1
4

 )1

x برابر کدام است؟- 547 y z+ + A2 ماتریسی اسکالر باشد، کمترین مقدار   ماتریسی قطری و 
x z x y

A
y y

+ − 
= 

+  

2

2 3
اگر 

 −3  )4   −9  )3   −8  )2   −6  )1

 چند جواب دارد؟- 548

x

x

x x

[ ]

   −
   

− − =   
   

−      

1 1 1

2 1 0 2 1 2 0

1 2

معادلۀ 

 3 )4   2 )3   1 )2 1( صفر  

AC قابل تعریف باشد، مقدار pqk برابر کدام است؟- 549 B( ) −32 3 p را درنظر بگیرید. اگر ماتریس  qC × kB و  ×5  ، A ×5 2 ماتریس های 

 30 )4   50 )3   35 )2   40  )1

550 - CAB درایۀ س��طر سوم و س��تون اول ماتریس ، C

 −
 

= − 
 
  

0 1 1

1 2 1

0 1 1

B و 

 −
 

= 
 

−  

1 0 1

2 1 0

1 1 3

 ، A

 −
 

= 
 
  

2 1 1

0 1 3

1 2 0

اگر 

برابر کدام است؟
 3 )4   10 )3   8 )2   9 )1

، درایۀ سطر دوم و ستون دوم ماتریس BAB کدام است؟- 551 B

− 
 

− 
= 
 
 

−  

1 4

3 1

2 2

3 2

A و 
− 

= 
  

2 1 1 3

0 6 1 2
اگر بدانیم 

2 )4  3 )3  4 )2  5 )1
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−α برابر کدام است؟- 552 β2 ، مقدار  A A I=α +β5 A و  A I= +2 2 اگر 

5 )4  7 )3  15 )2  17 )1

A20 با کدام یک از ماتریس های زیر برابر است؟- 553 ، ماتریس  A
− 

= 
−  

2 3

1 1
اگر 

− 
 

−  

1 3

1 2
 )4   

 
 
  

0 1

1 0
 )3   

− 
 

−  

1 3

1 2
 )2   

 
 
  

1 0

0 1
 )1

A168 برابر کدام است؟- 554 A مفروض است. ماتریس 

 
− 

= 
 
  

2 2
2 2
2 2
2 2

ماتریس 

− 
 

−  

1 0

0 1
 )4   

 
 
  

1 0

0 1
 )3   

 
 

−  

1 0

0 1
 )2   

− 
 
  

1 0

0 1
 )1

A کدام است؟- 555 A+7 8 ، ماتریس  A
tan

cos

 + α
 =
 α 

2

2

0 1

0
اگر 

A )4   A I+  )3  I )2   A2  )1

A برابر کدام است؟- 556
       

=       
              

1 0 1 0 1 0 1 0

1 1 2 1 3 1 10 1
 ماتریس 

 
 
  

1 10

55 1
 )4   

 
 
  

1 0

11 1
 )3   

 
 
  

10 0

55 10
 )2   

 
 
  

1 0

55 1
 )1

A7 برابر کدام است؟- 557 ، مجموع درایه های ماتریس  A

 
 

= − 
 
  

1 0 0

0 1 0

0 0 2

 اگر 

32 )4  128 )3  64 )2 1( صفر 

A برابر کدام است؟- 558 I I A( )( )− +4 3 ، حاصل  A

 
 

= 
 
  

0 1399 1398

0 0 1397

0 0 0

اگر 

I A−  )4   A I−1400  )3   A I+7 2  )2   A I+1399  )1

A12 برابر کدام است؟- 559 ، ماتریس  A

 −
 

= − 
 

−  

3 3 4

2 3 4

0 1 1

اگر 

I )4   O  )3   A2  )2   A )1

A200 برابر کدام است؟- 560 ، ماتریس  A A I= −2 اگر 

A )4   A I−  )3   I A−  )2   A22  )1

b کدام است؟- 561 c+  برقرار باشد، مقدار 
a b

A A
c d

   
=   

      

4 51 6

2 4
A و رابطۀ 

− 
= 

−  

0 1

1 0
اگر 

 −4  )4  4 )3  5 )2   −5  )1
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562 - A B A B
− −   

+   
− −      

3 1 1 1

6 5 6 3
، حاصل عبارت  AB

− 
= 
  

2 1

0 3
اگر A و B ماتریس های مربعی مرتبۀ دو باشند به طوری که 

کدام است؟
− 
 
  

1 2

3 0
 )4   

 
 
  

1 0

0 1
 )3   

− 
 
  

4 2

0 6
 )2   

− 
 
  

2 1

0 3
 )1

) کدام است؟- 563 , )α β ، دوتایی  A A I=α +β2
2 A و 

− 
= 
  

2 1

5 4
اگر 

 ( , )4 13  )4   ( , )4 11  )3   ( , )2 13  )2   ( , )11 2  )1

α+β چقدر است؟- 564 ، مقدار  A A I=α +β3 A و 
− 

= 
  

3 1

2 1
اگر 

9 )4  8 )3   −8  )2   −9  )1

B برابر کدام است؟- 565 I−2 ، ماتریس  A B I− =2 A و  A=2 اگر A و  B دو ماتریس مربعی باشند، 
 O  )4  A )3  I2  )2  I )1

A برابر کدام است؟- 566 BA B( )5 . حاصل  AB C= ماتریس های B ، A و C مربعی هم مرتبه هستند و 

AC B5  )4   C6  )3   C5  )2   BC A5  )1

AB2 کدام است؟ )m عدد حقیقی و ناصفر است(- 567 ، ماتریس  BA mAB O+ = A و B دو ماتریس مربعی هم مرتبه اند. اگر 

B A
m

− 21  )4   B A
m

21  )3   B A
m

− 2
2
1  )2   B A

m
2

2
1  )1

A برابر کدام است؟- 568 I A I( )( )+ − −3 4 2 ، حاصل  A A O+ =2 4 اگر 
A I− +2 6  )4   A I−10 6  )3   A I−2 6  )2   A I+10 6  )1
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محل انجام محاسبات    زآ نممز 
ماتریس و اعمال روی ماتریس ها )1(

A تعریف ش��ده اس��ت. اگر x مجم��مع درایه های بالای قطر اصلی و y 7 71آ i j ij[ ]= + +3 3 ماتری��س مربعی A ان مرتبۀ 3 به صمرت 

x کدام است؟
y

مجممع درایه های پایین قطر اصلیِ این ماتریس باشد، نسبت 

آ( 5   4  )3  6 )2  1 )1

با تمجه به دستگاه ماتریسی نیر، مجممع درایه های قطر اصلی ماتریس A کدام است؟7 72آ

 A B A B      ,
   

+ = − =   
− −      

2 5 1 0
2 3 3 2

1 4 2 2
 

 7
13

آ(     5
13

 )3   2
13

 )2   9
13

 )1

، مجممع درایه های ماتریس B برابر کدام است؟7 73آ A B I− =2 A و 
− 

= 
  

1 1

2 0
اگر 

آ( 1   2 )3  5 )2  3 )1

A برابر 55 باشد، مقدار n کدام است؟7 آ7آ
n

       
=       
              

1 0 1 0 1 0 1 0

1 1 2 1 3 1 1
 اگر درایۀ سطر دوم و ستمز اول ماتریس 

آ( 50   11 )3  10 )2  8 )1

m برابر کدام است؟7 75آ n p t− + +2 3  دو ماتریس مساوی باشند، حاصل 
m n

B
t p

− 
= 

− +  

5

2
 و 

m n
A

p t

+ − 
= 

+ −  

2 2

3 1
اگر 

 −6 آ(    2 )3   −4  )2 1( صفر 

A2 برابر صفر باش��د، حاصل جمع مقادیر ممکن 7 76آ  را درنظر بگیرید. اگر مجممع درایه های ماتریس 
a

A
a

 
= 

−  

1

1
ماتری��س 

برابر a کدام است؟
آ( صفر   2 )3   −1  )2  1 )1

A صدق می کند. k برابر کدام است؟7 77آ kA=6 A در تساوی 
 

= 
− −  

3 3

1 1
ماتریس 

 24 آ(    64 )3  32 )2  36 )1

y کدام 7 ز7آ
x

A صدق می کنند. مقدار  B A B A B( )( )− + = −2 2  در تس��اوی 
y

B
 

= 
  

1

3 1
 و 

x
A

 
= 
  

1

2 1
دو ماتریس 

 x( )≠0 است؟ 

 /2 5 آ(    2 )3   /1 5  )2  1 )1

α−β برابر کدام است؟7 79آ ، مقدار  A A I=α +β3
2 A و 

 
= 
  

1 0

1 2
اگر 

آ( صفر  11 )3  6 )2  13 )1

A400 برابر کدام است؟7 0زآ ، ماتریس  A A I O− + =2 اگر 
I )آ   I−  )3   A−  )2  A )1
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   49آزمون محل انجام محاسبات
ماتریس و اعمال روی ماتریس ها )2(

m چقدر است؟- 481 n+ ، مقدار 
m

i j i
n

[ ] [ ]× ×

− 
− = + 

−  

2
2 2 2 2

6
3

1
اگر 

4( صفر   −7  )3   −5  )2   −6  )1

 باش��ند، مجم��وع درایه های - 482
X Y A

X Y B

+ =


− =
B و ماتریس ه��ای X و Y جواب های دس��تگاه  i j[ ] ×= + 2 2  ، A i j[ ] ×= − 2 2 اگ��ر 

X چقدر است؟ Y+2 ماتریس 
6 )4  11 )3  7 )2  8 )1

m چقدر است؟- 483 n+ m تعریف شده باشد، مقدار  nA B C( )× × ×2 3 3 5 اگر ضرب ماتریسی 

8 )4  9 )3  5 )2  6 )1

، مقدار - 484 c =22 0 c و  =−13 2 ، به طوری که  ijC AB c[ ]= =  ،

b

B

 −
 

= 
 
−  

1 3 2

4 2 1 0

1 2 1 4

 ،
a

A
− 

= 
  

2 1

2 4 0
اگ��ر 

a چقدر است؟ b+
5 )4  6 )3   −6  )2   −5  )1

A1399 کدام است؟- 485 ، ماتریس  A
 

= 
− −  

120 144

100 120
اگر 

 A4  )4   O  )3   A−  )2   A )1

a چقدر است؟- 486 b− ، مقدار 
a b

A I
c d

( )
 

+ = 
  

6 A و 
 

= 
  

1 1

1 1
اگر 

36 )4  1 )3  6 )2 1( صفر 

A چقدر است؟- 487 B+3 3 ، حاصل  B B I= −2 A و  A=2 اگر 
 A I−  )4   A B+  )3   A B I+ −  )2   B I−  )1

α+β چقدر است؟- 488 ، مقدار  A A I=α +β4 A و 
− 

= 
  

1 1

1 0
اگر 

2 )4   −2  )3  1 )2   −1  )1

A1398 کدام است؟- 489 . حاصل  A A I+ =−2 A ماتریسی مربعی است به طوری که 
 A−  )4   O  )3  A )2  I )1

nA برابر 1024 باشد، مقدار n کدام است؟- 490 A و به ازای عدد طبیعی n، مجموع درایه های ماتریس 
 

= 
  

1 0

1 2
اگر 

10 )4  9 )3  8 )2  7 )1
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مس�احت مثل�ث را ب�ا اس�تفاده از قضی�ۀ ه�رون به ص�ورت زیر  532  3

به دست می آوریم:

 

x xP x

S P P a P b P c

x x x x x x

x x x x

( )( )( )

( )( )( )( )

( )( )( )( ) ( )

+ + += = +

= − − −

= + + − + − + − −

= + − = + −2

5 1 3
2

3 3 5 3 3 1

3 2 3 2 6 6

  

، پس S=6 6 بنابر فرض سؤال 

 
x

x x x x

x x x

( )

( )( ) >

+ − = ⇒ + − =

+ − = → =

2 2

0

6 6 6 6 42 0

7 6 0 6
  

ش�عاع دایرۀ محاطی خارجی نظیر ضلع BC )بزرگ ترین ضلع در  533  1

a به دست می آید.
Sr

P a
=

−
شکل زیر( از رابطۀ 

مساحت مثلث ABC را با استفاده از قضیۀ هرون به دست می آوریم:

 

P

S P P a P b P c( )( )( ) ( )( )( )

+ += =

= − − − = − − −

= × × × = × × = × =

13 14 15 21
2

2121 13 21 14 21 15

21 8 7 6 21 21 16 21 4 84

 

 . a
Sr

P a
= = = =

− −
84 84 14

21 15 6
بنابراین 

  

ابتدا درایه های ماتریس A را به دست می آوریم: 53۴  ۴

a a a

a a a

, ,

, ,

= = =

= = =
11 12 13

21 22 23

3 3 5

6 8 4

. اکنون به دست می آید A
 

= 
  

3 3 5

6 8 4
بنابراین 

A uÄoUI¶ ÁIÀï¾ÄHnj Ì¼µ\¶ = + + + + + =3 3 5 6 8 4 29

535 ،A با توجه به تعریف درایه های ماتریس  1

 a a a, ,= − = = + = =2
24 31 332 1 3 3 1 4 7

. a a a ( ) ( ) ( )− + = − + =24 31 332 3 4 2 3 3 4 4 7 22 بنابراین 

n است، پس 536 n( ) ( )− ×6 2 ماتریس A مربعی از مرتبۀ   3

 n n n n− = ⇒ = ⇒ =6 2 3 6 2  

. بنابراین درایه های روی قطر اصلی آن به صورت زیر هستند. A ij[ ] ×= − 4 42 2 پس 

 A

? ? ?

? ? ?

? ? ?

? ? ?

 
 

− 
= 

− 
 

−  

0

6

16

30
− است. − − =−0 6 16 30 52 بنابراین مجموع درایه های روی قطر اصلی A برابر 

− است، پس این گزینه  537 =−1 2 a12 برابر 1 در گزینۀ )1(، درایۀ   ۴

− است، پس این گزینه  =3 1 2 a23 برابر  درست نیست. در گزینۀ )2(، درایۀ 
− اس�ت، پس این  =1 1 0 a12 برابر  هم درس�ت نیس�ت. در گزینۀ )3(، درایۀ 

گزینه هم درست نیست. بنابراین گزینۀ )4( درست است. 
دو ماتریس هم مرتبه مساوی اند هرگاه درایه های آن ها نظیربه نظیر  538  ۴

، پس A B= با هم برابر باشند. چون 
x y

z z       x x y
x y

,
− =− =− ⇒ =− ⇒ = ⇒ = ⇒ =
+ =

3
1 3 2 2 12 6 3

9

. x y z− + = − − =−62 3 4 4
2 2

بنابراین 

درایه های این دو ماتریس را تعیین می کنیم: 539  ۴

A

B i j

 [ ij ]

[ ]

×

×

 
 

= − = 
 
  
 − − −
 

= − = − − 
 
  

3 3

2
3 3

1 3 5

2 1 3 7 11

5 11 17

2 5 8

3 1 2 5

6 3 0

. فق�ط  A B

   − − −
   

− = − − −   
   
      

1 3 5 2 5 8

2 2 3 7 11 1 2 5

5 11 17 6 3 0

بنابرای�ن 

 . A B

? ?

? ?

? ?

 
 

− = 
 
  

11

2 16

19

A را لازم داریم، پس  B−2 س�تون دوم ماتریس 

A برابر است با  B−2 در نتیجه مجموع درایه های ستون دوم ماتریس 
+ + =11 16 19 46

ماتریس های A و B را در معادلۀ زیر قرار می دهیم:  5۴0  ۴

mA nB  m n

n m

m n m n

n n

m m

m n

m n

− − −     
− = ⇒ −     

−          
− − − − − −     

= ⇒ =     
+ −          

− =− ⇒ =

− =− ⇒ =⇒
+ =

 − =

3 4 0 2 1 0

5 0 1 2 1 3

3 4 2 3 4

5 0 2 3 5 0

3 3

2 4 2

5

2 3 0
توجه کنید مقادیر m و n به دس�ت آمده در معادلۀ چهارم صدق نمی کنند، پس 

n=3 قابل قبول نیست. m=2 و 
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ض�رب دو ماتری�س در صورت�ی قاب�ل تعریف اس�ت ک�ه تعداد  5۴1  3
س�تون های ماتریس س�مت چپ با تعداد س�طرهای ماتریس سمت راست برابر 
3× است،  5 2× و ماتریس C ماتریسی  3 باشد. در اینجا ماتریس A ماتریسی 
2× است. سایر گزینه ها این ویژگی  5 پس ماتریس AC قابل تعریف و از مرتبۀ 

را ندارند و ضرب آن ها قابل تعریف نیست.
ابتدا ماتریس های AB و BA را پیدا می کنیم: 5۴2  3

AB

BA

− − −     
= =     

−          
− − −     

= =     
−          

1 2 1 4 1 4

1 3 1 0 4 4

1 4 1 2 3 14

1 0 1 3 1 2

. AB BA
− − −     

− = − =     
          

1 4 3 14 2 10

4 4 1 2 3 2
بنابراین 

A2 را پیدا می کنیم: 5۴3 راه حل اول ابتدا ماتریس   3
k

A A A
k k k k

− − − − −   
 = × = =   
     + − +     

2
2

1 11 1 1 1

2 2 2 2 2

، پس A A I O+ − =2 2 چون
k

O
kk k

k

k k k

− − −  −   
 + − =   
     + − +     

− −   
 = 
   + + −   

2

2

1 1 1 1 1 0
2

2 0 12 2 2

0 3 0 0

0 02 6 2 3
در نتیجه

k k

k k

k k k k k kIÄ( )( )

− − = ⇒ =−
 + = ⇒ =−


+ − = ⇒ + − = ⇒ =− =
2

3 0 3

2 6 0 3

2 3 0 3 1 0 3 1
k=−3 که در هر س�ه معادله صدق می کند، قابل قبول اس�ت. پس  بنابرای�ن 

به ازای یک مقدار k تساوی ماتریسی داده شده برقرار است.
راه حل دوم بنابر قضیۀ کیلی - همیلتون،

 A A k A k
k

( ) ( ) I
− 

= ⇒ = + − + 
  

21 1
1 2

2

. در نتیجه k A k I I A( ) ( )+ − + = −1 2 2 ، بنابراین  A I A= −2 2 طبق فرض 

 
k k

k k( )

+ =− ⇒ =−

− + = ⇒ =−

1 2 3

2 1 3
 

پس فقط یک مقدار برای k به دست می آید.

5۴۴ a b a b

 
 

  = + + =    
  

1

2 2 2 6 16

3

، پس  c =21 16 چون   1

c به دست می آید: =22 0 . همچنین از  a b+ =2 10 یعنی 

a a a a

 −
 

  =− + + =    
  

1

2 2 2 8 0

4
، یعنی  b− + =8 2 10 a به دس�ت می آید  b+ =2 10 a=−8 و از برابری  پس 

. a b− =− − =−8 9 17 . بنابراین  b=9

ابتدا درایه های ماتریس های A و B را به دست می آوریم: 5۴5  3
a a a

a a a

, ,

, ,

= − =− = − =− = − =−

= − = = − =− = − =−
11 12 13

21 22 23

1 2 1 1 4 3 1 6 5

2 2 0 2 4 2 2 6 4

 ، b = + =11 2 1 3 دیگ�ر،  ط�رف  از   . A
− − − 

= 
− −  

1 3 5

0 2 4
پ�س 

. بنابراین B  = 3 4 5 . پس  b = + =13 2 3 5 b و  = + =12 2 2 4

B
C  

A

C C C

 
   

= = − − −   
     − −  

   
   

= × = − − − × − − −   
   

− − − −      
 − −
 

= 
 
  

2

3 4 5

1 3 5

0 2 4

3 4 5 3 4 5

1 3 5 1 3 5

0 2 4 0 2 4

5 10 25

0 15 30

2 14 26

C2 برابر است با در نتیجه مجموع درایه های ماتریس 
− − + + + + + =5 10 25 15 30 2 14 26 57

ابتدا ماتریس AB را به دست می آوریم: 5۴6  1
a

b a b ab
AB a

a a ab a
b

 −
− − − − +     

= =     
− + − − −        

  

2
2 1 2 1

1
2 1 2 1 2 4 2

2 3
در ماتریس قطری درایه های بالا و پایین قطری اصلی صفر هستند، پس

ab ab

a ab a a b pH

      

( )

( )+ = ⇒ =−



+ − = ⇒ + + = ⇒ =− → =
1

1 0 1 1

3 22 1 2 0 2 1 2 0
2 3

 

. a b ( ) ( )− = − − = − =2 23 2 9 13 3 2
2 3 4 4

بنابراین 

در ماتریس قطری درایه های بالا و پایین قطر اصلی صفر هستند، پس 5۴7  ۴
y

y y       x y x y x,
=−

+ = ⇒ =− − = ⇒ = → =−
3
232 3 0 2 0 2 3

2
  

A2 را به دست می آوریم: . اکنون ماتریس 
z

A
− + 
 = −  

3 0

30
2

پس 

z z z
A A A

( ) − + − +    − +
    = × = =    − −          

2
2

3 0 3 0 3 0
3 3 90 0 0
2 2 4

A2 اسکالر است، پس درایه های روی قطر اصلی آن برابر هستند. پس چون 

 
z z

z z
z z

( )

− + = ⇒ =− + = ⇒− + =± ⇒
− + =− ⇒ =

2
3 93

9 3 2 23 3
4 2 3 33

2 2

 

z=3 به دست می آید:
2

x به ازای  y z+ + پس کمترین مقدار 

x y z+ + =− − + =−3 33 3
2 2
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ضرب ماتریس ها را به ترتیب پیدا می کنیم: 5۴8  2

 

x

x

x x

x x x x x x

x

×

× ×

   −
   

 − − =        
−      
 
 

 − + − = ⇒ − + + − = ⇒ =−    
  

1 3

3 3 3 1

1 1 1

2 1 0 2 1 2 0

1 2

1

2 2 2 3 2 0 2 2 2 4 3 0 2

بنابراین معادلۀ مورد نظر فقط یک جواب دارد. 

p اس�ت، پس AC از  5۴9 q× 5× و C از مرتبۀ  2 چون A از مرتبۀ   3

)AC قابل تعریف باش�د، باید  )32 . ب�رای اینکه  p=2 q×5 اس�ت و  مرتبۀ 

5× باید با ماتری�س 3B قابل تفریق  5 )AC از مرتب�ۀ  )32 . همچنی�ن  q=5

B3 هم مرتبه  باش�ند، یعنی  )AC و  )32 ش�دن باش�د، پس باید ماتریس های 

. pqk= × × =2 5 5 50 . در نتیجه k=5 ×k بنابراین  = ×5 5 5

برای به دست آوردن این درایه به صورت زیر عمل می کنیم: 550  3

CAB  C A BuÄoUI¶ Ï»H ·¼Tw » ³¼w oõw ¾ÄHnj  ³¼w oõw Ï»H ·¼Twá ( ) ( )=

     −
     

   = = =             
          

2 1 1 1 1

0 1 1 0 1 3 2 1 3 3 2 10

1 2 0 1 1

ب�رای به دس�ت آوردن درای�ۀ س�طر دوم و س�تون دوم ماتریس  551  1

BAB به صورت زیر عمل می کنیم:

B
A

B

 ³»j oõw

 ³»j ·¼Tw

( )

( )

↓
↓

↓

 
 

− −   
 −          

 
−  

 
 
− 

 = − − = + − − =  
 
 
−  

4

2 1 1 3 1
3 1

0 6 1 2 2

2

4

1
6 3 4 7 24 3 8 14 5

2

2

 

A را به توان دو می رسانیم: 552 A I= +2 2 ابتدا طرفین تساوی   ۴

 A

A A I A A I A A I A

A A I I A A A I

A A A A A I A A A I

Joò  nj

´Ã¹¨ïÂ¶ 

( )

( )

( )

= + ⇒ = + ⇒ = + +

= + + + ⇒ = + →

= + ⇒ = + + ⇒ = +

2 4 2 4 2

4 4

5 2 5 5

2 2 4 4

4 2 4 12 5

12 5 12 2 5 29 12

 

.α− β= − =2 29 24 5 β=12، پس  α=29 و  بنابراین 

توجه کنید که 553  2

A A A

A A A I

− − −     
= × = =     

− − −          
− −     

= × = = =     
− −          

2

3 2

2 3 2 3 1 3

1 1 1 1 1 2

1 3 2 3 1 0

1 2 1 1 0 1

A20 را به صورت زیر به دست آوریم: اکنون می توانیم ماتریس 

A A A I A A( )
− 

= × = × = = 
−  

20 3 6 2 6 2 2 1 3

1 2

A2 را به دست می آوریم: 55۴ ابتدا ماتریس   3

A A A

   
− − −     

= × = =     
      
      

2
2 2 2 2

0 12 2 2 2
1 02 2 2 2

2 2 2 2
A3 را به دست می آوریم: A2 ماتریس خاصی نیست، ماتریس  چون 

A A A

   
− − −−     

= × = =    
      −      

3 2
2 2 2 2

0 1 2 2 2 2
1 0 2 2 2 2

2 2 2 2
 A4 A3 نیز کمکی برای پیدا کردن توان های بالای A نمی کند، پس  ماتریس 

را پیدا می کنیم:

A A A I
− − −     

= × = = =−     
−          

4 2 2 0 1 0 1 1 0

1 0 1 0 0 1

A4 می نویسیم: A168 آن را برحسب  بنابراین برای پیدا کردن 
A A I I( ) ( )= = − =168 4 42 42

. پس 555 tan
cos

+ α=
α

2
2
11 می دانیم   3

A

I

tan tan

cos cos

cos cos

cos cos

   + α + α
   =
   α α   
   

    α α= = =    
      α α   

2 2
2

2 2

2 2

2 2

0 1 0 1

0 0

1 10 0 1 0

0 10 0

. پس  A A I I ( )= = =8 2 4 4 A و  A A I A A( )= × = × =7 2 3 3 بنابراین 

A A A I+ = +7 8

و  556  
a

 
 
  

1 0

1
ماتری�س  دو  حاصل ض�رب  کل�ی،  حال�ت  در   1

. اکنون با 
a b a b

     
=     

+          

1 0 1 0 1 0

1 1 1
 برابر است با 

b

 
 
  

1 0

1
توجه به این رابطه می توانیم ماتریس A را به دست آوریم:

A
       

=       
              
   

= =   
+ + +      

1 0 1 0 1 0 1 0

1 1 2 1 3 1 10 1

1 0 1 0

1 2 10 1 55 1





. ( )+
+ + + = =

1010 11 2 10 55
2

 دقت کنید که 
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469 CN BM
AC BC

= =1
3

چون    3

′k وج�ود دارند   پ�س اعدادی مانن�د k و 
به طوری که

 
CN k AC k

BM k BC k

       

     

,

,

= =

′ ′= =

3

3
 

اکنون می توان نوشت

 MNC

ABC

CN CM C k k CS
S AC BC C k k C

ˆ ˆsin sin

ˆ ˆsin sin

′× × × ×
= = =

′× × × ×

1 1 2
22 2

1 1 93 3
2 2

 

چون  470  2

 a b c
S S S Sr r r r
P P a P b P c

S P P a P b P c( )( (

, , ,

) )

= = = =

= − −
−

−
− −

پس

 a b c
S Sr r r r S

P P a P b P c S
( )

( )( )( )
= = =

− − −

4 4 2
2

1

. بنابراین c
Sh
c

=2 b و 
Sh
b

=2  ، a
Sh
a

=2 همچنین 

 a b c
Sh h h

abc
( )=

38 2

با توجه به برابری های )1( و )2( می توان نوشت

a b c

a b c

r r r r S abc
h h h SS

abc

= =
2

3 88
 

. پس  abcR
S

=
4

می دانیم اگر R شعاع دایرۀ محیطی مثلث ABC باشد، آن گاه 

a b c

a b c

r r r r
R

h h h
= = × =1 1 16 8
2 2

، پس به ازای هر i و j به دس�ت می آید  471 ija i j ij= + +3 3 چ�ون   1

. پ�س درایه ه�ای ب�الای قط�ر اصلی و درایه ه�ای پایی�ن قطر اصلی  ij jia a=

. x
y
=1 ، یعنی  x y= نظیربه نظیر با هم برابرند. در نتیجه 

طرفی�ن براب�ری اول را در 2 و طرفین براب�ری دوم را در 3 ضرب  472  1
می کنیم، سپس طرفین آن ها را با هم جمع می کنیم تا ماتریس A به دست آید:

 
A B

A

A B

 

  
+ =  

−       ⇒ = 
     − =  −   

4 10
4 6

2 8 7 10
13

3 0 4 2
9 6

6 6

 

. بنابراین  A

 
 

= 
 
  

7 10
13 13
4 2
13 13

یعنی 

AÂ±ÅH oõ¤ ÁIÀï¾ÄHnj Ì¼µ\¶= + =7 2 9
13 13 13

A

B C
M

N
k

k2

k2 �k�

A به دست می آید 473 B I− =2 از برابری   3

 B A I
− −     

= − = − =     
−          

2 2 1 0 1 2
2

4 0 0 1 4 1
 

 . B uÄoUI¶ ÁIÀï¾ÄHnj Ì¼µ\¶= − + − =1 2 4 1 2 بنابراین 

به سادگی می توان نشان داد 474  2

 
a b a b

     
=     

+          

1 0 1 0 1 0

1 1 1
 

. A n nn ( )

    = =  + + + +     

1 01 0
11 2 1 1

2


بنابراین 

چون درایۀ سطر دوم و ستون اول A برابر 55 است، پس 
n n

n
( )+

= ⇒ =
1 55 10

2
دو ماتریس هم مرتبه مساوی اند هرگاه درایه های آن ها نظیربه نظیر  475  2

برابر باشند:

 

m n
m m n

m n
A B

p t
p p t

p t

+ =
⇒ = ⇒ = ⇒ =

− =−= ⇒
+ =−

⇒ + =− ⇒ =− ⇒ = + = −

2 5
3 3 1 3

2

3
2 5 1 3 0

2 1

 

 . m n p t ( )− + + = − − + =−2 3 21 3 3 0 4 بنابراین 

A2 را به دست می آوریم: 476 ماتریس   4

 
a a a a

A A A
a a a a

 −   
 = × = =   
 − −    − −     

2
2

2

1 1 1 2

1 1 2 1
 

A2 برابر صفر است، پس بنابر فرض سؤال مجموع درایه های ماتریس 

 a a a a a a− + − + − = ⇒ = ⇒ =±2 2 21 2 2 1 0 2 2 1 
پس مجموع مقادیر a برابر صفر است.

A2 را به دست می آوریم: 477 ابتدا ماتریس   2

 A A A A
     

= × = = =     
− − − − − −          

2 3 3 3 3 6 6
2

1 1 1 1 2 2
 

 ، n nA k A−= 1  ،n آن گاه به ازای هر عدد طبیعی ، A kA=2 می دانی�م اگر 

 . k=32 . بنابراین  A A A= =6 52 32 پس 

A نتیج�ه می گیری�م  478 B A B A B( )( )− + = −2 2 از تس�اوی   2

. پس AB BA=

 

x y x x y
AB

y

y x y x y
BA

x

+ +     
= =     

+          
+ +     

= =     
+          

1 1 3 1

2 1 3 1 5 2 1

1 1 2 1

3 1 2 1 5 3 1

 

بنابراین

 yAB BA x y x y
x

= ⇒ + = + ⇒ = ⇒ =33 1 2 1 3 2
2
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A3 را به دست می آوریم: 479 راه حل اول ابتدا ماتریس   1

A

A

     
= =     
          
     

= =     
          

2

3

1 0 1 0 1 0

1 2 1 2 3 4

1 0 1 0 1 0

3 4 1 2 7 8

از فرض تست نتیجه می گیریم

A A I
     

=α +β ⇒ =α +β     
          

α+β   
=   

α α+β      

3
2

1 0 1 0 1 0

7 8 1 2 0 1

1 0 0

7 8 2

بنابراین

 
α+β= ⇒β=−
α=

1
6

7
 

α+β=2 نیز صدق  8 β=−6 در تس�اوی  α=7 و  دقت کنید چون مقادیر 
.α−β= + =7 6 13 می کنند، پس این مقادیر قابل قبول هستند، پس 

راه حل دوم بنابر قضیۀ کیلی - همیلتون، 

A

A A I A A I

A A A nj

´Ã¹¨ïÂ¶ Joò

( ) ( )= + − − ⇒ = −

→ = −

2 2
2 2

3 2

1 2 2 0 3 2

3 2

 A A I A A A I A A A I( )= − − ⇒ = − − ⇒ = −3 3 3
2 2 23 3 2 2 9 6 2 7 6  

α=7 و  ، نتیج�ه می گیری�م  A A I=α +β3
2 ب�ا مقایس�ۀ ای�ن تس�اوی ب�ا 

β=−6. پس 
 α−β=13

نتیج�ه می گیری�م  480  A A I O− + =2 از تس�اوی  اول  راه ح��ل   2

. پس A A I= −2

A A I

A A A A I A I A A I

A A I A I A

( )( )

= −

= × = − − = − +

→ = − − + =−
2

4 2 2 2

4

2

2
بنابراین

A A A A A A

A A A A A A A

A A A A

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

= = − = = = −

=− × =− − × =− =− ×

=− − = =−

400 4 100 100 100 4 25 25

4 6 6 7 4 3

3 4

ضرب می کنیم:  A I+ راه حل دوم طرفین فرض را در 
A I A A I O A I O A I( )( )+ − + = ⇒ + = ⇒ =−2 3 3

A A A I A IA A( ) ( )= = − =− =−400 3 133 133 اکنون می توان نوشت  
از تساوی داده شده به دست می آید  481  3

m
i j i i i j

n
[ ] [ ] [ ]× × ×

− 
= − − = − − 

−  

2 2
2 2 2 2 2 2

6
3 3

1

پ�س   ، a n=22 و   a m=11 چ�ون  آن گاه   ،
m

A
n

− 
= 

−  

6

1
اگ�ر 

 . m n+ =− − =−3 4 7 ، بنابراین  n= − − =−4 2 6 4 =m و  − − =−1 1 3 3

ابتدا دو معادلۀ داده ش�ده را با هم جمع می کنیم، در این صورت  482  4
. اکنون معادلۀ دوم را از معادلۀ اول کم می کنیم  X A B= +2

A BY A B Y −= − ⇒ =2
2

، یعنی A B A BX Y A B − ++ = + + =32
2 2

در نتیجه 

i j i j
X Y i j

( )
[ ] [ ]× ×

− + +
+ = = −2 2 2 2

32 2
2

 

 X Y+2 . در نتیجه مجموع درایه های ماتریس  X Y
 

+ = 
  

1 0
2

3 2
پ�س 

 . + + + =1 0 3 2 6 برابر است با 
. ف�رض کنید  483 n=3 ب�رای تعری�ف ش�دن ماتری�س BC باید   1

m×5 است. از طرف دیگر،  ، در این صورت D ماتریس�ی از مرتبۀ  D BC=

. بنابراین  m=3 mA بای�د  D× ×2 3 5 ب�رای تعریف ش�دن ض�رب ماتریس�ی 
. m n+ = + =3 3 6

، پس 484 c =−13 2 چون   1

a a

 
 

 − = + − =−    
  

3

2 1 1 3 2 1 2

1

 

c به دست می آید =22 0 . همچنین از  a=−1 یعنی 

b

b

 
 

  = + =    
  

2 4 0 2 2 8 0

2

 . a b+ =− − =−1 4 5 . اکنون به دست می آید  b=−4 یعنی 

A2 را به دست می آوریم: 485 ابتدا ماتریس   3

A O
     

= = =     
− − − −          

2 120 144 120 144 0 0

100 120 100 120 0 0
 

. A O=1399 بنابراین 
َ را به دست می آوریم: 486 A I+ ماتریس   3

A I
     

+ = + =     
          

1 1 1 0 2 1

1 1 0 1 1 2
 

A را به دس�ت می آوریم تا شاید بتوان از روی آن ها  I( )+ 3 A و  I( )+ 2 اکنون 
جواب را به دست آورد:

A I

A I

( )

( )

     
+ = =     

          
     

+ = =     
          

2

3

2 1 2 1 5 4

1 2 1 2 4 5

5 4 2 1 14 13

4 5 1 2 13 14

در ماتریس های بالا، اگر درایۀ واقع در سطر اول و ستون دوم را از درایۀ واقع در 
س�طر اول و ستون اول کم کنیم، حاصل برابر 1 می شود، پس می توان حدس زد 
. توج�ه کنید ک�ه این اس�تدلال برای تس�ت به کار م�ی رود و در  a b− ک�ه 1=

مسئله های تشریحی جواب نمی دهد.
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