
کتاب شب امتحان ریاضیات گسسته از 4 قسمت اصلی به صورت زیر تشکیل شده است:
1( آزمون های نوبت اول: آزمون های شمارهء 1 تا 4 این کتاب مربوط به مباحث نوبت اول است که خودش به دو قسمت تقسیم می شود:

الف(آزمونهایطبقهبندیشده: آزمون های شمارهء 1 و 2 را فصل به فصل طبقه بندی کرده ایم. بنابراین شما به راحتی می توانید پس از خواندن هر فصل از 
درس نامه تعدادی سؤال را بررسی کنید. حواستان باشد این آزمون ها 20 نمره ای و مثل یک آزمون کامل هستند. در کنار سؤال های این آزمون ها نکات

مشاورهای نوشته ایم. این نکات به شما در درس خواندن قبل از امتحان و پاسخگویی به آزمون در زمان امتحان کمک می کند.
ب(آزمونطبقهبندینشده:آزمون های شمارهء 3 و 4 را طبقه بندی نکرده ایم تا دو آزمون نوبت اول، مشابه آزمونی که معلمتان از شما خواهد گرفت، ببینید. 

2( آزمون های نوبت دوم: آزمون های شمارهء 5 تا 12، امتحان های نهایی برگزار شده در سال های 98، 99 و 1400 هستند. این قسمت هم، خودش به 2 بخش تقسیم می شود:
الف(آزمونهایطبقهبندیشده: آزمون های شمارهء 5 تا 8، امتحان های نهایی خرداد، شهریور، دی 98 و دی 99 هستند که طبقه بندی کرده ایم. با این 
کار باز هم می توانید پس از خواندن هر فصل تعدادی سؤال مرتبط را پاسخ دهید. هر کدام از این آزمون ها، 20 نمره دارند در واقع در این بخش، شما 4 

آزمون کامل را می بینید. این آزمون ها هم نکاتمشاورهای دارند. 
ب(آزمونهایطبقهبندینشده: آزمون های شمارهء 9 تا 12 را طبقه بندی نکرده ایم. این آزمون ها به ترتیب امتحان های نهایی خرداد و شهریور 1400، 

خرداد و شهریور 99 هستند.
3( پاسخ نامهء تشریحی آزمون ها: در پاسخ تشریحی آزمون ها تمام آن چه را که شما باید در امتحان بنویسید تا نمرهء کامل کسب کنید، برایتان نوشته ایم.

4( درس نامهء کامل شب امتحانی: این قسمت تمام آن چه را که شما برای گرفتن نمرهء عالی در امتحان ریاضیات گسسته نیاز دارید، تنها در 16 صفحه 
آورده ایم، بخوانید و لذتش را ببرید! 

یکراهکار: موقع امتحان های نوبت اول می توانید از سؤال های فصل های اول و دوم آزمون های 5 تا 8 هم استفاده کنید.

صفحهء صفحهء   
پاسخنامه آزمون نوبت  

23  3 اول  )طبقه بندی شده(   آزمون شمارهء 1  

24  5 اول  )طبقه بندی شده(  آزمون شمارهء 2  

25  7 اول  )طبقه بندی نشده(  آزمون شمارهء 3  

26  8 اول  )طبقه بندی نشده(  آزمون شمارهء 4  

28  9 دوم  )طبقه بندی شده(  آزمون شمارهء 5 نهایی خرداد 98 

29  11 دوم  )طبقه بندی شده(  آزمون شمارهء 6 نهایی شهریور 98 

30  13 دوم  )طبقه بندی شده(  آزمون شمارهء 7 نهایی دی 98 

31  15 دوم  )طبقه بندی شده(  آزمون شمارهء 8 نهایی دی 99 

32  17 دوم  )طبقه بندی نشده(  آزمون شمارهء 9 نهایی خرداد 1400 

33  18 دوم  )طبقه بندی نشده(  آزمون شمارهء 10 نهایی شهریور 1400 

34  19 دوم  )طبقه بندی نشده(  آزمون شمارهء 11 نهایی خرداد 99 

35  21 دوم  )طبقه بندی نشده(  آزمون شمارهء 12 نهایی شهریور 99 

37 درس نامهء توپ برای شب امتحان    

شهریور و دینوبت دومنوبت اولشماره فصل 

1557فصل اوّل

فصل دوم
52تا صفحهء 42

6
5-بعد از صفحهء 42

87-فصل سوم

202020جمع



3

kheilisabz.comمدت آزمون: 120 دقیقهرشته: ریاضی فیزیکریاضیات گسسته

نمرهنوبت اول پایهء دوازدهمردیف

1 x y x y2 2 2++ == ++( ) الف( آیا اعداد صحیحی مانند x و y وجود دارند که:

 1 1 1
0x y x y x y

++
== ++ ++ ¹¹ ب( آیا مقادیر حقیقی و غیرصفر x و y وجود دارند که: 

1/5

جاهای خالی را پر کنید.2

 [ , ] ..........-- ==4 16 الف(

. ( , ) ..........a b == ، آن گاه a b| ب( اگر

. a == .......... a یا == .......... a در این صورت p| پ( اگر p عددی اول باشد و a عددی طبیعی و

1

درستی یا نادرستی عبارات زیر را تعیین کنید.3

 a b a b
n

m
n
m

nºº ÞÞ ºº
ÎÎ

ìì
íí
ïï

îîïï 

الف(

 ac bc a b
m m
ºº ÞÞ ºº ب(

. [ , ]|a b c ax دارای جواب باشد آن است که by c++ == پ( شرط لازم و کافی برای آن که معادلهء سیالهء

ت( در مسائل تقویم نگاری از هم نهشتی به پیمانهء 7 استفاده می شود.

1

x گنگ هستند. )به روش برهان خلف(4 y++ 2 x و y-- x گویا باشد، ثابت کنید: y++ 1اگر x و y گنگ ولی

5 x y
x y xy
3 3++

++
³³ x باشد، ثابت کنید:  y++ >> 0 1/5به روش بازگشتی برای هر x و y حقیقی که

1/25خاصیت تعدی در رابطهء عادکردن را بیان و اثبات نمایید.6

اگر در یک تقسیم، مقسوم و مقسوم علیه هر دو بر عدد صحیح n بخش پذیر باشند، ثابت کنید باقی ماندهء تقسیم 7

نیز همواره بر n بخش پذیر است.
1/25

1/25اگر باقی ماندهء تقسیم عدد a بر دو عدد 6 و 7 به ترتیب 3 و 4 باشد، باقی ماندهء تقسیم a بر 42 را بیابید.8

9 a c b c
m

±± ºº ±± ، آن گاه ثابت کنید: cÎÎ a و b
m
ºº 1/25اگر

A را بر 11 بیابید.10 == ++( )23 16
6 1/25باقی ماندهء تقسیم عدد

1/25تمام اعداد صحیحی که 7 برابر آن ها منهای 3 بر 9 بخش پذیر باشند را بیابید. 11

6 در مجموعهء اعداد صحیح جواب دارد. سپس آن را حل کنید.12 14 10x y++ == 1/5نشان دهید معادلهء سیالهء

E برای هر کدام، نشان دهید هر دو یک گراف را 13 G( ) V و G( برای دو نمودار مقابل با نوشتن مجموعه های(
نمایش می دهند. 

 

1

حکم  برهان خلف، فرض می کنیم  باشه در روش  یادت 
برقرار نباشد.

همواره  عبارت  یک  به  وقت  هر  بازگشتی  روش  در 
درست رسیدی کار تمام است.

گفته: بیان و اثبات.

بخش پذیربودن یعنی باقی ماندهء صفر داشتن.

اول سعی کن صورت سؤال را به زبان ریاضی بنویسی.



4

kheilisabz.comمدت آزمون: 120 دقیقهرشته: ریاضی فیزیکریاضیات گسسته

نمرهنوبت اول پایهء دوازدهمردیف

نمودار گراف G به صورت مقابل است:14

الف( درجات رئوس گراف G را بنویسید. 

ب( چه یال هایی به گراف G اضافه کنیم تا گراف 3 ـ منتظم مرتبهء 6 شود؟

1/5

گراف G، 3 ـ منتظم است و با افزودن 6 یال به یال های این گراف، گراف کامل به دست می آید؛ 15

الف( مرتبه و اندازهء گراف را به دست آورید.

ب( نموداری از این گراف رسم کنید.

1/5

نمودار گراف G به  صورت مقابل است:  16

الف( طولانی ترین مسیر از a به c را بنویسید.

ب( تمام دورهای به طول 4 را در این گراف بنویسید.

1

جمع نمرات موفق باشید   20

یادت که هست در گراف r ـ منتظم، درجهء همهء رئوس 
r است.

شود.  کامل  تا  می کنیم  اضافه  یال  گفته  باشه  حواست 
را  اولیه  گراف  اندازهء  و  مرتبه  هم  )الف(  قسمت  در 

خواسته.

به کلمهء طولانی در قسمت )الف( دقت کن.
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kheilisabz.comمدت آزمون: 120 دقیقهرشته: ریاضی فیزیکریاضیات گسسته

نمرهنوبت دوم پایهء دوازدهم- نهایی خرداد 1400ردیف

درست یا نادرست بودن گزاره های زیر را مشخص کنید.1
الف( حاصل ضرب سه عدد طبیعی متوالی بر 6 بخش پذیر است.

x برقرار باشد. y x y2 2 2++ == ++( ) ب( هیچ عدد صحیحی مانند x و y وجود ندارند که رابطهء

0/5

جاهای خالی را با عدد یا کلمهء مناسب پر کنید.2
a آن گاه عدد ............... شمارندهء عدد ............... است. b| الف( a و b اعدادی صحیح و a مخالف صفر است. اگر

) برابر با ............... است. , )2 6
3m m ب( m عددی صحیح است. حاصل

0/75

1/25به روش بازگشتی ثابت کنید حاصل ضرب دو عدد حقیقی، کوچک تر یا مساوی نصف مجموع مربعات آن ها است.3

p نوشته می شود.4 k== ++4 3 p یا k== ++4 p عددی اول باشد، آن گاه به یکی از دو صورت1 ³³ 5 0/75ثابت کنید اگر

A را بر 7 بیابید.5 == ´́ ++( )1000 9 11
25 0/75باقی ماندهء تقسیم عدد

7 را حل کنید.6 1
4

x ºº 1معادلهء

گراف G که به صورت مقابل است را در نظر بگیرید.7
N را با اعضا مشخص کنید. cG( ) الف(

G مربوط به کدام رأس و چند است؟ ب( بزرگ ترین درجه در گراف
پ( دوری به طول 5 برای رأس a بنویسید.

ت( آیا گراف G همبند است؟

2

1تفاوت بین مجموعهء احاطه گر مینیمال و مینیمم چیست؟ توضیح دهید.8

1در گراف شکل مقابل یک مجموعهء احاطه گر مینیمال مشخص کنید که مینیمم نباشد.9

1/5عدد احاطه گری گراف شکل مقابل را با ارائهء راه حل، تعیین کنید.10

gg-- مجموعهء آن با اندازهء یک باشد، رسم کنید.11 الف( یک گراف 6رأسی که
gg-- مجموعهء آن با اندازهء دو باشد، رسم کنید. ب( یک گراف 6رأسی که

1/5

کوتاه پاسخ دهید.12
می خواهیم با حروف )ب( و )ج( و ارقام 8، 6، 5، 4، 2، 1 رمزی شامل 8 کاراکتر تشکیل دهیم. مطلوب است:

الف( تعداد رمزهایی که هر یک از آن ها با یک حرف آغاز و حرف دیگر خاتمه یابد.
ب( تعداد رمزهایی که در آن ها حروف کنار هم باشند.

1

به چند طریق می توان از بین 6 نوع گل 12 شاخه گل انتخاب کرد اگر بخواهیم: از گل نوع اول حداقل یک شاخه، از گل نوع چهارم بیش از 3 شاخه و از گل 13
نوع ششم فقط یک شاخه انتخاب کنیم.

2

مربع لاتین A را در نظر بگیرید. ابتدا سطر اول و سطر دوم مربع A را جابه جا کنید. سپس در مربع حاصل ستون دوم و سوم را جابه جا کنید و مربع حاصل را 14
B نام  گذاری کنید. متعامدبودن دو مربع لاتین A و B را بررسی کنید.

A ==  

1/5

در یک کلاس 34 نفری، 15 نفر فوتبال، 11 نفر والیبال و 9 نفر بسکتبال بازی می کنند. اگر بدانیم 3 نفر هم فوتبال، هم والیبال و هم بسکتبال بازی می کنند و 15
5 نفر فوتبال و والیبال، 6 نفر والیبال و بسکتبال و 3 نفر فوتبال و بسکتبال بازی می کنند. مشخص کنید چند نفر فقط در یک رشته بازی می کنند؟

1/75

الف( به چند طریق می توان 4 کلاه متفاوت را بین 3 نفر توزیع کرد به شرط آن که به هر نفر حداقل یک کلاه داده شود؟16
ب( به چند طریق می توان 4 کلاه متفاوت را بین 8 نفر تقسیم کرد به شرط آن که به هر نفر حداکثر یک کلاه داده شود؟

1

540/75 شاخه گل را حداکثر در چند گلدان قرار دهیم تا اطمینان داشته باشیم گلدانی هست که در آن حداقل 5 شاخه گل قرار گرفته است؟17

جمع نمرات موفق باشید   20
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الف( از حل طرفین تساوی داریم:- 1

 x y x y xy xy x y2 2 2 2
2 2 0 0 0+ = + + Þ = Þ = =IÄ  

x باشد، برای هر y صحیحی تساوی برقرار است. =0 یعنی اگر
y باشد، برای هر x صحیحی تساوی برقرار است. اگر0=

اگر هر دو متغیر x و y صفر باشند، تساوی نیز برقرار است.

 1 1 1 1
x y x y x y

x y
xy+

= + Û
+

=
+ ب( 

 Û + = Û + + - =( )x y xy x y xy xy2 2 2
2 0  

 Û + + =x y xy2 2
0  

، xy همواره مثبت است. مجموع سه عبارت همواره  ( )x y xy+ =2 با توجه به تساوی
مثبت صفر شده است. چون x و y غیرصفرند، پس مسئله جواب ندارد.

4- و 16 برابر 16 است.- 2 الف( ک.م.م دو عدد
a b a b a| ( , ) | |Þ = ب(  
a p= a یا = 1 پ(  

الف( درست؛ طرفین یک هم نهشتی را می توان به توان عدد طبیعی n رساند.- 3
ب( نادرست؛ وقتی عدد ناصفر c از طرفین یک هم نهشتی حذف شود پیمانهء m همواره 

ثابت نمی ماند. 
 ac bc a b
c m d

m
m
d

º Þ º
=

ì

í
ï

î
ï( , )

 

ax دارای جواب  by c+ = پ( نادرست؛ شرط لازم و کافی برای آن که معادلهء سیالهء
. ( , ) |a b c باشد آن است که

از  باید  مواجه هستیم پس  روزهای هفته  تعداد  با  تقویم نگاری  ت( درست؛ در مسائل 
هم نهشتی در پیمانهء 7 استفاده کنیم.

x گنگ نباشد، پس گویاست.- 4 y- فرض می کنیم

 
x y
x y

x
- =
+ =

Þ =
ì
í
î

IÄ¼¬
IÄ¼¬ (¾±Fv¶ ÆoÎ)

IÄ¼¬  

که این با فرض گنگ بودن x در تناقض است.
x گنگ نباشد، پس گویا است. y+ 2 فرض می کنیم

 
x y
x y

y
+ =
+ =

Þ =
ì
í
î

2 IÄ¼¬
IÄ¼¬

IÄ¼¬  
که این با فرض گنگ بودن y در تناقض است.

در نتیجه در هر دو قسمت، فرض خلف باطل و حکم برقرار است.
x ضرب - 5 y+ x مثبت است، ابتدا کل نامساوی را در y+ >0 با توجه به این که

می کنیم. )جهت نامساوی عوض نمی شود.(
 Û + ³ +x y x y xy3 3 ( )  

با توجه به اتحاد چاق و لاغر داریم:
 Û + - + ³ +( )( ) ( )( )x y x xy y x y xy2 2  

 (x y )+ >0 x از طرفین نامساوی داریم: y+ با حذف

 Û - + ³( )x xy y xy2 2  

 Û - + ³ Û - ³x xy y x y2 2 2
2 0 0( )  

رابطهء آخر همواره برقرار است و تمامی قسمت ها برگشت پذیرند. پس اثبات تمام است.

6 -. a c b آن گاه c a و b خاصیت تعدی: اگر
 a b q b aq| ,Þ $ Î = اثبات خاصیت تعدی در عاد کردن: 

 b c q c bq| ,Þ $ ¢Î = ¢
  

اکنون b را از تساوی بالا در تساوی پایین جای گذاری می کنیم:

c aq q a qq aq a c
q

= ¢ = ¢ = ¢¢ Þ
¢¢Î

( ) ( ) |
�
�  

a را در نظر می گیریم:- 7 bq r= + تقسیم کلی

n در نتیجه، n هر مضرب صحیحی از b را نیز عاد می کند؛  b| n و a| طبق فرض
. n bq| q Î یعنی: برای هر

 Þ
ì
í
ï

îï
¾ ®¾¾¾ -

n a

n bq
n a bq

|
|

|®òIÿU·¼ºI¤  

. یعنی r بر n بخش پذیر است. n r| a است. پس bq r- = که
طبق قضیهء تقسیم:- 8

 
a q
a q

a q
a q

= +
= ¢ +

Þ
= +
= ¢ +

6 3

7 4

7 42 21

6 42 24
 

 ®òIÿU·¼ºI¤¾ ®¾¾¾ - = + - ¢ +7 6 42 21 42 24a a q q( ) ( )  
 Þ = - ¢ + - Þ = ¢¢ -

¢¢

a q q a q
q

42 21 24 42 3( ) ( )


 

 - = -3 39 42 ) به عنوان باقی مانده قابل قبول نیست. می دانیم:  )-3 اما

 a q q a k
k

= ¢¢ - + = ¢¢ - + Þ = +42 42 39 42 1 39 42 39( )


در نتیجه: 

یعنی باقی ماندهء تقسیم a بر 42 برابر 39 است.

m. مقدار صحیح c را به طرف - 9 a b| - a آن گاه b
m
º طبق تعریف هم نهشتی، اگر

راست اضافه و کم می کنیم.
 Þ + - - Þ + - +m a c b c m a c b c| | ( ) ( )  

 a c b c
m

+ º + در نتیجه، طبق تعریف هم نهشتی:

a داریم: c b c
m

- º - به طریق مشابه برای اثبات

 m a c b c m a c b c a c b c
m

| | ( ) ( )+ - - Þ - - - Þ - º -  

10 - 23 11 2 1 23 1

11

= + Þ º( ) ابتدا 23 را بر 11 تقسیم می کنیم: 

 ( ) ( )23 1 23 1
6
11

6 6
11

º Þ º حال طرفین را به توان 6 می رسانیم: 

 ( )23 16 1 16 17
6

11 11

+ º + Þ ºA با اضافه کردن 16 به طرفین هم نهشتی داریم: 
اما 17 از پیمانهء 11 بزرگ تر است، در نتیجه:

 17 111 6 17 6 6

11 11

= + Þ º Þ º( ) A  
بیان ریاضی مسئله به صورت زیر است:- 11

 7 3 0 7 3

9 9

x x- º Þ º  
دو بار پیمانهء 9تایی را به عدد 3 اضافه می کنیم تا طرف راست بر 7 بخش پذیر شود:

 7 3 2 9 7 21

9 9

x xº + Þ º( )  
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اکنون طرفین را بر 7 تقسیم می کنیم:

 7 21

7 9 1

3 9 3

9

7
9x x x qº

=

ì
í
ï

îï
¾ ®¾ º Þ = +¸

( , )
 

x دارای خاصیت گفته شده می باشد. q= +9 3 یعنی هر عدد صحیح به فرم

2، پس معادله در مجموعهء اعداد صحیح جواب دارد. برای - 12 10| ) و , )6 14 2= اولاً
حل، کل معادله را بر دو تقسیم می کنیم:

 3 7 5 7 5

3

x y y+ = Þ º  

5 در نتیجه: 1 7 1

3 3

º - º, اما

 y y kº - Þ = -
3

1 3 1  

با جای گذاری y، مقدار x را محاسبه می کنیم:

 3 7 3 1 5 3 21 12x k x k+ - = Þ = - +( )  

 Þ = - + Þ
= - +
= -

Î
ì
í
î

x k
x k
y k

k7 4
7 4

3 1
  

E نمایش می دهیم.- 13 G( ) V و مجموعهء یال ها را با G( ) مجموعهء رئوس را با
 V G a b c d e( ) { , , , , }1 = مجموعهء رئوس و یال های گرافG1 عبارت اند از: 

 E G ab ae bc cd de( ) { , , , , }1 =  
 V G a b c d e( ) { , , , , }2 = G2 عبارت اند از:  مجموعهء رئوس و یال های گراف

 E G ab ae bc cd de( ) { , , , , }2 =  
E پس دو نمودار داده شده مربوط به  G E G( ) ( )

1 2
= V و G V G( ) ( )

1 2
= چون

یک گراف هستند.
الف(- 14

 deg( )a = 1 ، deg( )b = 1 ، deg( )c = 3  

 deg( )d = 1 ، deg( )e = 1 ، deg( )f = 3  
ب( گراف 3ـ منتظم یعنی درجهء همهء رئوس 3 باشد. f و c که درجه شان 3 است.

حال اگر d به e و b وصل شود و a هم به b و e، آن گاه 
با توجه به شکل درجهء تمام رئوس برابر 3 است، پس یک 

گراف 3ـ منتظم مرتبهء 6 داریم.
الف( در گراف 3ـ منتظم مرتبهء p، درجهء همهء رئوس برابر 3 است پس تعداد یال ها- 15

q خواهد بود. طبق فرض اگر به این تعداد یال، 6 یال دیگر اضافه کنیم گراف  p
=
3

2

´

کامل حاصل می شود. در نتیجه:
 3
2

6
1

2

p p p
+ =

-( )  

kP است. p تعداد یال های گراف کامل p( )-1
2

که

 Þ + = - Þ - - =3 12 4 12 0
2 2p p p p p  

 Þ - + = Þ
= Þ = =

= -

ì
í
ï

îï
( )( )p p

p q

p
6 2 0

6
3 6

2
9

2

´

¡ ¡ ù
 

یال   9 دارای  )که   6 مرتبهء  منتظم  3ـ  گراف  یک  باید  ب( 
خواهد بود( رسم کنیم.

الف( مسیر از a به c یعنی از a شروع کنیم.- 16

 abedc Þ =oÃv¶Ï¼ö 4 adebc یا Þ =oÃv¶ Ï¼ö 4  
ب( 3تا دور به طول 4 دارد که عبارت اند از:

 abeda abcda cbedc  
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الف( درست؛ در هر سه عدد متوالی حداقل یکی زوج است پس ضرب سه عدد متوالی - 1
زوج خواهد بود.

در هر سه عدد متوالی دقیقاً یکی بر سه بخش پذیر است پس حاصل ضرب آن ها بر سه 
بخش پذیر است.

در نتیجه عدد زوجی که بر سه بخش پذیر باشد بر 6 نیز بخش پذیر است.
ب( نادرست؛ مثال نقض:

 xy x y x y=
= Þ + = + = + = + Þ =0

1
0 1 0 1 1 1

2 2 2 2 2 2( ) ( )   

الف( عدد a شمارندهء عدد b است.- 2
2 زیرا: | |m ب(

 ( , ) ( , )2 6 2 2 3
3 2m m m m= ´ ´ = عوامل مشترک با توان کم تر = 2m  

چون m صحیح است می تواند منفی باشد و ب.م.م باید مثبت باشد پس برای m باید 
قدرمطلق بگذاریم.

xy :حکم- 3 x y
£

+2 2

2 دو عدد حقیقی را x و y در نظر می گیریم: 

 Û £ + Û + - ³2 2 0
2 2 2 2xy x y x y xy به روش بازگشتی داریم: 

 Û - ³( )x y 2
0  

گزارهء اخیر همواره درست است و تمامی روابط برگشت پذیرند.
از تقسیم هر عدد صحیح بر 4، باقی مانده صفر یا 1 یا 2 یا 3 خواهد بود. عدد اول- 4

p را در نظر می گیریم. در تقسیم بر 4 داریم: ³ 5
p k= 4 p یا k= +4 1 p یا k= +4 2 p یا k= +4 3  
، آن گاه عدد اول p بر 4 بخش پذیر است که با اول بودن p در تناقض است. p k= 4 اگر
 p k k= + = ¢2 2 1 2( ) p آن گاه:  k= +4 2 اگر

یعنی p زوج است اما اعداد اول به غیر از 2 همگی فردند پس باز هم تناقض است.
. p k= +4 3 p یا k= +4 در نتیجه1

5 - 1000 6 1 1000 1 1

7 7
25 25

7
25

7

º º - ¾ ®¾¾¾ º - º -·H¼U ¾M
´ÃºIwnïÂ¶ ( ) ( )  

 A = ´ + º - ´ + º - + º Þ =( ) ( )1000 9 11 1 9 11 9 11 2 2
25

7 7 7

½kºI¶ïÂ¤IM  

6 - 7 1

4

x º  

 7 3

4

º اولاً
 Þ º º - ¾ ®¾¾¾ º- Þ = - Î

-

¸
=3 1 3 1 4 1

4
3

3 4 1

4

x x x k k( , ) ,   

7 - N c a d eG ( ) { , , }= الف( 

ب( رأس f در گراف G از درجهء صفر است. این رأس در 
G از درجهء 5 خواهد بود. گراف

abecda )پ
ت( خیر، زیرا رأس f از درجهء صفر )تنها( است.

مجموعهء احاطه گر مینیمم، مجموعهء احاطه گری است که کم ترین تعداد عضو را دارد - 8
ولی مجموعهء احاطه گر مینیمال مجموعهء احاطه گری است که با حذف هر یک از رئوس 
آن دیگر احاطه گر نیست و می تواند از مجموعهء احاطه گر مینیمم بیشتر عضو داشته باشد. 
در واقع هر احاطه گر مینیمم، حتماً مینیمال هم هست ولی برعکس آن لزوماً برقرار است.

9 - D a c i d= { , , , }  
یک مجموعهء احاطه گر مینیمال است که با حذف هر یک از عضوهایش دیگر احاطه گر نیست.

10 - n G n=
= Þ ³

+
é
êê

ù
úú

= é
êê

ù
úú

= Þ ³10

4 1

10

5
2 2D D

g g( )  

. در نتیجه: g( )G £ 2 D یک مجموعهء احاطه گر است پس e j= { , } از طرفی مجموعهء

 g( )G = 2  

الف(- 11
مجموعهء پس  است  وصل  دیگر  رئوس  همهء  به   a رأس 

. g( )G = D احاطه گر مینیمم است پس1 a= { }

ب(

 D a b G= Þ ={ , } ( )g 2  

12 - 
2

6

1

2 6 1 2 6

!
! ! !

� ��� ���
Þ ´ ´ = ´ الف( 

 Z J, , , , , , , ! !1 2 4 5 6 8 7 2Þ ´ ب( 

xi نشان دهیم آن گاه:- 13 اگر تعداد گل انتخابی از نوع iام را با
 x x x x x x

1 2 3 4 5 6
12+ + + + + =  

 x x x
1 4 6

1 3 1³ > =, , با شرایط مسئله:  
 x1 1³   x4 4³ پس:   
 x

2
0³   x

5
0³    

 x
3

0³   x
6

1=    
 Þ + + + + + = Þ + + + + =x x x x x x x x x x

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1 12 11  

1 :مجموع شرط ها 0 0 4 0 5 11 5 6+ + + + = Þ - =  

 Þ +( ) = ( ) = ´ ´ ´
´ ´

=6 4

4

10

4

10 9 8 7

4 3 2
210

3

 

14 -
 A = 2 1» oõw ÂÄI]ï¾MI]¾ ®¾¾¾¾¾  

 3 2» ·¼Tw ÂÄI]ï¾MI]¾ ®¾¾¾¾¾¾ =B  

AB = بررسی متعامدبودن: 

متعامد نیستند زیرا در مربع لاتین آخر عدد دورقمی تکراری داریم.
34 نفر = کل کلاس- 15  

= فوتبال =| |F 15  
= والیبال =| |V 11  
= بسکتبال =| |B 9  
= والیبال و فوتبال =| |F V 5  
= والیبال و بسکتبال =| |B V 6  
= فوتبال و بسکتبال =| |F B 3  
= فوتبال، والیبال و بسکتبال =| |F V B  3  
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= فقط فوتبال - - +| | | | | | | |F F V F B F B V     
 = - - + =15 5 3 3 10  
= فقط والیبال - - +| | | | | | | |V F V V B F B V     

 = - - + =11 5 6 3 3  
= فقط بسکتبال - - -| | | | | | | |B F B V B F B V     

 = - - + = Þ = + + =9 3 6 3 3 10 3 3 16ÂÄI¿º JH¼]  

 استفاده از نمودار ون:

= فقط یک رشته + + =10 3 3 16  

الف( تعداد توابع پوشا از یک مجموعهء 4عضوی به 3عضوی:6 16

 3 2 2 2 1 1 1 0
4 4 4 4 4 4 4 4- + + - - - +( )  

 = - + + - - - = - =81 16 16 16 1 1 1 81 45 36( )  

ب( تعداد توابع 1- 1 از یک مجموعهء 4عضوی به یک مجموعهء 8عضوی:

 8

8 4

8

4

!
( )!

!
!-

=  

17 6 k k+ = Þ =1 5 4  
 k n´ + £ Þ + £( )¾º¯ jHk÷U oU¼L¨ jHk÷U ®¤Hke1 4 1 54  

 Þ £ Þ £ =4 53
53

4
13n n [ ]

یعنی حداکثر 13تا گلدان میتوان داشت.
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مثال نقض:بهمثالیکهنشاندهدیکنتیجهگیریکلیغلطاستمثالنقضمیگوییم.
 برای نتیجه گیری های کلی زیر مثال نقض بیاورید.

 x y x y++ == ++ الف( برای هر عدد حقیقی x و y؛
ب( مجموع هر دو عدد گنگ، عددی گنگ است.
پ( مجموع هر دو عدد اول، عددی مرکب است.

2 به ازای همهء عددهای طبیعی n، عددی اول است. 1
2
n

++ ت( عدد

3 اول است. 4
n ++ ث( برای هر عدد طبیعی n، عدد

ج( هر عدد طبیعی را می توان به صورت مجموع اعداد طبیعی متوالی نوشت.
آنگاه: y = 9 و x =16 الف(قرارمیدهیم



x y

x

y

+ = + =

= =

= =

ü

ý
ïï

þ
ï
ï

¹ +

9 16 5

16 4

9 3

5 4 3 

 3 3 0+ - =( ) درنظربگیریم،آنگاه: - 3 و 3 ب(اگردوعددگنگرا
وصفرعددیگویاست.

پ(برایدوعدداول2و3،مجموعآنها5میشودکهعددیمرکبنیست.

داریم: n = 5 2اولاست،امابرای 1
2
n

+ حاصل n =1 2 3 4, , , ت(برای

2 1 2 1 641 6700417
2 32
5

+ = + = ´ 
کهعددیاولنیست.

داریم: n = 4 اولاست،امابرای 3 4
n + ،حاصل n =1 2 3, , ث(برای

 3 4 81 4 85
4 + = + = 

و85عددیاولنیست.
گزارهبرقرارنیست.زیراعدد2رانمیتوانبهصورتمجموعدوعدد n = 2 ج(برای

مثالنقضاست.( k Î ، n k= 2 طبیعیمتوالینوشت.)هرعددبهفرم
دیدیمکهمثالنقض،روشیبراینشاندادننادرستییکگزارهاست.برای
اثباتدرستییکگزاره،روشهایمختلفیوجودداردکهعبارتانداز:اثباتبادر
نظرگرفتنهمهءحالتها،اثباتمستقیم،اثباتغیرمستقیمیابرهانخلفواثبات

بهروشبازگشتی.

گاهیبرایاثباتیکگزارهلازماستهمهءمواردممکندرموردمسئلهرادرنظربگیریم.

n عددی زوج است. n2 ++ ،n ثابت کنید برای هر عدد طبیعی 
بادرنظرگرفتنهمهءحالتهایممکنبرایn،مسئلهرااثباتمیکنیم.

 n k= 2 ; k Î nزوجباشد،دراینصورت:

Þ + = + = + = + = ¢
¢

n n k k k k k k
k

2 2 2 2
2 2 4 2 2 2 2( ) ( ) k��� 

زوجاست. n n2 + پس

 n k= +2 1 ; k WÎ nفردباشد،دراینصورت:

Þ + = + + +n n k k2 2
2 1 2 1( ) ( ) 

 = + + + + = + + = + + = ¢
¢

4 4 1 2 1 4 6 2 2 2 3 1 2
2 2 2k k k k k k k k

k

( )� �� �� 

زوجاست. n n2 + پسهمواره

 x
2 2

1

4

(x )++ x و AÎÎ B. اگر == { , }3 4 A و == { , , , , }1 2 3 4 5  فرض کنید

. x BÎÎ زوج باشد، ثابت کنید
،مسئلهراثابتمیکنیم. x AÎ بادرنظرگرفتنهمهءحالتهای

 x x x
= Þ

+
= ´ =1

1

4

1 4

4
1

2 2( ) 

حاصلزوجنیست،پسموردبحثقرارنمیگیرد.

 x x x
= Þ

+
= ´ =2

1

4

4 9

4
9

2 2( ) 

حاصلزوجنیست،پسموردبحثقرارنمیگیرد.

 x x x
= Þ

+
= ´ =3

1

4

9 16

4
36

2 2( ) 

عضوBاست. x = 3 حاصلزوجاستومشخصاستکه

 x x x
= Þ

+
= ´ =4

1

4

16 25

4
100

2 2( ) 

عضوBاست. x = 4 حاصلزوجاستومشخصاستکه

 x x x
= Þ

+
= ´ =5

1

4

25 36

4
225

2 2( ) 

حاصلزوجنیست،پسموردبحثقرارنمیگیرد.
 با در نظر گرفتن همهء حالت های ممکن، ثابت کنید حاصل ضرب هر سه عدد 

طبیعی متوالی همواره بر 6 بخش پذیر است.
زوج n n2 + ،n برایهرعددطبیعی ثابتکردیم اینبخش اول درمثال

 n n n n2
1+ = + =( ) ضربدوعددمتوالی است.

یعنیضربدوعددمتوالی،هموارهزوجاستودرنتیجهضربسهعددمتوالینیز
هموارهزوجخواهدبود؛پسبر2بخشپذیراست.درادامهنشانمیدهیمضربسه
عددمتوالیبر3همبخشپذیراستکهازایندونتیجهمیگیریمکهضربسهعدد

متوالیبر6بخشپذیراست.
داریم: n k= +3 2 و n k= +3 1 ، n k= 3 بادرنظرگرفتنحالتهای

 n k n n n k k k= Þ + + = + +3 1 2 3 3 1 3 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 

 = + + = ¢
¢

3 3 1 3 2 3( ( ) ( )) kk k k
k

� ��� ��� 

 n k n n n k k k= + Þ + + = + + +3 1 1 2 3 1 3 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 
 = + + + = + + + = ¢

¢

( ) ( ) ( ) ( ) (( ) ( ) ( ))3 1 3 2 3 1 3 3 1 3 2 1 3k k k k k k k
k

� ���� ���� 

 n k n n= + Þ + + = + + +3 2 1 2 3 2 3 3 3 4( ) (n ) ( k ) ( k ) ( k ) 

 = + + + = + + + = ¢
¢

( ) ( ) ( ) ( ) (( ) ( ) ( ))3 2 3 1 3 4 3 3 2 1 3 4 3k k k k k k k
k

� ���� ���� 

نتیجه در است. 3 مضرب  n n n( ) ( )+ +1 2 ممکن، حالت سه هر در پس
مضرب6است. n n n( )( )+ +1 2
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درروشمستقیمبهکمکفرضوبااستفادهازحقایقیکهدرستیآنهاراپذیرفتهایم،
حکمرانتیجهمیگیریم.

8 است. 1q ++  نشان دهید مربع هر عدد فرد به صورت
فرضمیکنیمnعددیفردباشد،آنگاه:

 n k k n k k k k k= + Î Þ = + = + + = + +2 1 2 1 4 4 1 4 1 1
2 2 2, ( ) ( )� ��� �� 

دوعددمتوالیاند،پسحاصلضربآنهاهموارهزوجاست.درنتیجه k +1 اماkو

 n q q2
4 2 1 8 1= + = +( ) ؛بنابراین: k k q( )+ =1 2

کنید؛ ثابت  باشد،  فرد  عددی   ab و  باشند  صحیح  عدد  دو   b و   a اگر   

a زوج است. b2 2++

میدانیمحاصلضربدوعددصحیحaوbزمانیفرداستکههردویآنها
 ab = Þفرد =a ،فرد b = فرد فردباشند،پس:

است.درنتیجه: 8 1q + درمثالقبلثابتکردیممربعهرعددفردبهصورت


a q

b q

a b q q
q q q q

2

2

2 2

8 1

8 1

8 1 8 1

8 8 2 8 2

2

= +

= ¢+

ì
í
ï

îï
Þ

+ = + + ¢ +
= + ¢ + = + ¢ +
=

( )
(( ( ) ) k4 1 2q q

k

+ ¢ + = =� �� �� Z»p


درروشبرهانخلف،فرضمیکنیمکهحکمنادرستباشد،سپسبااستفادهازاین
فرض)کهفرضخلفنامیدهمیشود(وفرضاولیهوحقایقیکهازقبلدرستیآنهارا

پذیرفتهایم،بهیکنتیجهءغیرممکنیامتضادبافرضاولیهمیرسیم.

n2 عددی گنگ باشد، آن گاه n نیز   به روش برهان خلف ثابت کنید؛ اگر
عددی گنگ است.

فرضمیکنیمnگنگنباشد)فرضخلف(،درنتیجهnگویاست.میدانیم
با نتیجه این نیزگویاست.  n n n´ = 2 حاصلضربهردوعددگویا،گویاست.پس
nگنگاست«متضاداست.بنابراینفرضخلفباطلو n2 فرضاولیهءمسئلهکه»

گنگخواهدبود.
 به روش برهان خلف ثابت کنید؛ معکوس هر عدد گنگ، گنگ است.

ابتدامسئلهرابهزبانریاضیبیانمیکنیم:میخواهیمثابتکنیم:اگرxگنگ

گنگنباشد،)فرضخلف(پس 1
x نیزگنگاست.برایاثباتفرضمیکنیم 1

x باشد،آنگاه

a b, Î ،aو b ¹ استکه0 ab گویااست.بنابراینبرابرعددگویایناصفریمانند 1
x

 1
x

a
b

x b
a

= Þ = = گویا 

یعنیxهمگویااستواینبافرضاولیهءمسئلهدرتضاداست.بنابراینفرضخلف
باطلوحکمبرقراراست.

n2 مضرب 5 باشد،   به روش برهان خلف ثابت کنید؛ اگر n عدد طبیعی و
آن گاه n نیز مضرب 5 است.

فرضمیکنیمnمضرب5نباشد)فرضخلف(درنتیجهازتقسیمnبر5،
 n q r= +5 ، r =1 2 3 4IÄ IÄ IÄ باقیماندهءغیرصفرخواهیمداشت:

Þ = + +n q qr r2 2 2
25 10 

 = + + = +5 5 2 5
2 2 2( ) rq qr k r
k

��� �� 

 n k2
5 1= + ،آنگاه: r = اگر1

 n k2
5 4= + ،آنگاه: r = 2 اگر

 n k k k
k

2

5 1

5 9 5 5 4 5 4= + = + + = ¢ +
+( )


،آنگاه: r = 3 اگر

 n k k k
k

2

5 3

5 16 5 15 1 5 1= + = + + = ¢ +
+( )

��� ،آنگاه: r = 4 اگر

نمیتواندمضرب5 n2 درتقسیمبر5،دارایباقیماندهءغیرصفراست؛یعنی n2 پس
باشدوایننتیجهبافرضاولیهمتضاداست.پسفرضخلفباطلوحکمبرقراراست.

دوحکمرامعادلیاهمارزمیگوییمهرگاهبتواندرستیهریکراازدرستیدیگری
نتیجهگرفت.گاهیبرایاثباتیکحکم،آنرابهحکمیسادهترتبدیلمیکنیمکهبا
حکماولیههمارزباشدواینکارراآنقدرادامهمیدهیمتابهحکمیبرسیمکهدرستی

آنمعلوماست.
بهاینترتیببازگشتازحکمآخر،درستیحکماولیهرانتیجهمیدهد.بهاینروش،

اثباتبازگشتیمیگوییم.
 xy

y
x++ ³³ 2 x آن گاه  y, >> 0  به روش بازگشتی ثابت کنید؛ اگر

 xy
y
x

x y
xy

+ ³ Û
+

³2 2
2 2



کلنامساویرادرxyضربمیکنیم.چونxوyهردومثبتهستند،جهتنامساوی

 Û + ³x y xy2 2 2 عوضنمیشود.

 Û + - ³x y xy2 2
2 0 

 Û - ³( )x y 2
0 

رابطهءآخرهموارهبرقراراستوتمامیروابطبرگشتپذیرند.بنابراینحکمثابتشدهاست.

 به روش بازگشتی نشان دهید برای هر سه عدد حقیقی x و y و z داریم: 

 x y z xy yz zx2 2 2++ ++ ³³ ++ ++  

کلنامساویرادرعدد2ضربمیکنیم:
 x y z xy yz zx2 2 2+ + ³ + + 

 Û + + ³ + +2 2 2 2 2 22 2 2x y z xy yz zx 

 Û + + + + + ³ + +x x y y z z xy yz zx2 2 2 2 2 2 2 2 2 

 Û + - + + - + + - ³( ) ( ) ( )x y xy x z zx y z yz2 2 2 2 2 2
2 2 2 0 

 Û - + - + - ³( ) ( ) ( )x y x z y z2 2 2
0 

رابطهءآخرهموارهبرقراراستوتمامیروابطبرگشتپذیرندپسحکمثابتشدهاست.

n2 هم ارزند؟ چرا؟  اگر n یک عدد طبیعی باشد آیا زوج بودن n و زوج بودن

زوجاست. n2 Û nزوجاست. بلههمارزند.برایاثباتبایدنشاندهیم:
فرضمیکنیمnزوجباشد،آنگاه:

 n k n k k
k

= Þ = = = ¢
¢

2 4 2 2 2
2 2 2( ) k





همزوجاست. n2 پس

نیززوجاست.به n باشدآنگاهنشانمیدهیم زوج n2 فرضمیکنیم
روشبرهانخلف؛فرضمیکنیمnزوجنباشد.)فرضخلف(پسnفرداست.

 n k n k k k= + Þ = + = + +2 1 2 1 4 4 1
2 2 2( ) 

 = + + = ¢ +
¢

2 2 2 1 2 1
2( )k k k
k

��� �� 

متضاداست.پسفرضخلفباطل n2 نیزفردمیشودکهبافرضزوجبودن n2 یعنی
وحکمبرقراراست.
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رامیشماردومینویسیم b ،عدد ( )a ¹ 0 a  تعریف عادکردن:گوییمعددصحیح

. b aq= «،هرگاهعددیصحیحچونqوجودداشتهباشد،بهطوریکه a b| «

 a b
a

q b aq| ;
¹

ì
í
ï

îï
Û $ Î =

0
 

دراینصورتمیگوییمbبرaبخشپذیراست.
زیراعددصحیح 4 12| .مثلاً a b/| اگرعددbبرعددaبخشپذیرنباشد،مینویسیم

وجود q مانند عددصحیحی زیرا  4 10/| ولی ،12 4 3= ´ که دارد وجود  q = 3

.10
4

Ï درواقع 4 10q = نداردکه

 با توجه به تعریف عادکردن، جاهای خالی را پر کنید.

9 )الف 72 72| ÛÛ == ´́   

-- )ب ÛÛ == ´́ --7 42 7| ( )   

39 )پ 3 13 3 39== ´́ ÞÞ | | »  

9)الف 72 72 9 8| Û = ´ 

)ب - Û = - ´ -7 42 42 6 7| ( ) 

)پ 39 3 13 3 39 13 39= ´ Þ | |» 

m، که n, ÎÎ 2 و سپس ثابت کنید برای هر 2
7 11|  ابتدا نشان دهید که

a am n| m ، آن گاه: n££

2 2 2
11 7 4= ´ وجودداردبهطوریکه: q = 2

4 2زیراعددصحیح 2
7 11|

و طبیعی عددی یا صفر با برابر  n m- باشد، m n£ که m n, Î هر برای

 a a an m n m= ´ - عددیصحیحاست،بهطوریکه: q an m= -

. a am n| پس

ویژگی 1:اگرa،عددbراعادکند،آنگاههرمضربصحیحیازbرانیزعادمیکند.

 a b
m

a mb| |
Î

ì
í
ï

îï
Þ





 4 8

3

4 3 8
| |

- Î

ì
í
ï

îï
Þ - ´



مثلاً

 a b
n

a bn| |
Î

ì
í
ï

îï
Þ





)اگرa،عددbراعادکند،آنگاههرتوانطبیعیازbرانیزعادمیکند.(

. 4 8
3| درنتیجه 4 8| مثلاً:

.بهمثالهای a c| یا a b| آنگاهلزوماًنمیتواننتیجهگرفت a bc| اگر
زیردقتکنید.

 4 4 8 4 4 4 8| | |´ » » 

 4 4 3 4 4 4 3| | |´ /» » 

 4 2 2 4 2 4 2| | |( )´ - -/ /» » 
طرفینیکرابطهءعادکردنرامیتواندرعددصحیحkضربکردوبرعکس

میتوانعددناصفروصحیحkراازطرفینسادهنمود؛یعنی:

 a b
k

ka kb| |
Î

ì
í
ï

îï
Û





 a b q b aq| ;Þ $ Î = 

 kb kaq ka kb= Þ | ضربمیکنیم: k Î طرفینرادر

 $ Î =q kb kaq ; ،درنتیجه: ka kb| برعکس،فرضمیکنیم

Þ = Þb aq a b| kراازطرفینسادهمیکنیم.

 a b b c a c| | |Ù Þ ویژگی 2:خاصیتتعدیدررابطهءعادکردنبرقراراست.

 a b q b aq| ;Þ $ Î = 

 b c q c bq| ;Þ $ ¢Î = ¢
 

 c aq q a qq aq c aq a c= ¢ = ¢ = ¢¢ Þ = ¢¢ Þ( ) ( ) | درنتیجه:

،آنگاهaهرتوانطبیعیازbرانیزعادمیکند؛یعنی a b| گفتیمکهاگر

. ( )nÎ  a bn|
اثباتاینویژگیبهکمکخاصیتتعدینیزانجاممیپذیرد:

 a b b b a bn n| | |Ù ¾ ®¾¾Ák÷U 
ویژگی 3:اگرaدوعددصحیحمتفاوتراعادکند،آنگاهaجمعوتفریقآندوعدد

 a b a c a b c| | |Ù Þ ± رانیزعادمیکند.

 a b q b aq| ;Þ $ Î = 

 a c q c aq| ;Þ $ ¢Î = ¢
 

درنتیجهباجمعوتفریقطرفینتساویهاداریم:
 b c aq aq a q q aq± = ± ¢ = ± ¢ = ¢¢( ) 

Þ ± = ¢¢ Þ ±b c aq a b c| 

.بهمثالزیر a c| یا a b| آنگاههموارهنمی تواننتیجهگرفت: a b c| + اگر
2 3 5| + 2و 3/| 2و 5/| توجهکنید.

 | | | |a b£ وa،آنگاه b ¹ 0 و a b| ویژگی 4:اگر
 a | b q ;b aqÞ $ Î = اثبات:

. q ¹ ،پس0 b ¹ چون0
. | |q ³ عددیطبیعیاست؛بنابراین1 | |q پس q ¹ 0 و q Î چون

1£ ¾ ®¾¾ £ Þ £´| q | | | | | | | | a | | || |a a a q b 

 | | | |a b= آنگاه b a| و a b| اگر


a b a b

b a b a
a b

|
|

| | | |

| | | |
| | | |

Þ £

Þ £

ü
ý
ï

þï
Þ = طبقویژگی4وداریم:

سهخاصیتمهمدیگرازرابطهءعادکردنعبارتانداز:
طرفیندورابطهءعادکردنرامیتواندرهمضربکرد.


a b

c d
ac bd

|
|

|ì
í
ï

îï
Þ 

طرفینرابطهءعادکردنرامیتوانبهتوانعددطبیعیnرساند.


a b
n

a bn n|
|

Î
ì
í
î
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 a mb nc| ± :m n, Î آنگاهبرایهر a c| و a b| اگر
11 بر a بخش پذیر  4m ++ 8 و 3m ++ a عددی صحیح و دو عدد ¹¹ 0  اگر

. a == ±±1 باشند، ثابت کنید:
 a m a m| |,8 3 11 4+ + 11برaبخشپذیرند،پس: 4m + و 8 3m +

برابرشوند،طرف بالا، رابطهءعادکردن mدرسمتراستهردو اینکهضریب برای
راسترابطهءاولرادر11وطرفراسترابطهءدومرادر8ضربمیکنیم:)ویژگی1(

 a m a m| |8 3 88 33
11+ ¾ ®¾¾ +´ 

 a m a m| |11 4 88 32
8+ ¾ ®¾ +´ 
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