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ترسیم‌های هندسی و استدلال

ترسیم‌های هندسی

 O هستند، کافی است دایره‌ای به مرکز r( )≠0  r به فاصلۀ ثابت O برای پیدا کردن تمام نقطه‌هایی که از نقطۀ ثابت
و شعاع r رسم کنیم. نقطه‌های روی این دایره، ویژگی مطلوب را دارند.

M روی دایره  OM r⇔ =

 ∆1 مجموعۀ نقطه‌هایی که از خط d به فاصلۀ ثابت L هستند، دو خط موازی با d و به فاصلۀ L از آن است )دو خط 
2∆ را در شکل ببینید(. و 

∆ بهف اصلۀ 2ا ز نقطۀ O قارر دارد. چ دننقطه ر یومحیط دایرهو جود دارد که  دایرۀ به مرکز O و ش��عاع 6 مفورضسا ��ت. خط 
∆ بارب ر4 باشد؟ فاصلها‌شا ز خط 

4( صفر 	4 )3 	3 )2 	2 )1

 ∆ ∆ به فاصلۀ 4 هستند دو خط موازی  شکل مسئله به صورت مقابل است. می‌دانیم مجموعه نقاطی که از 
∆ هس�تند. چون ش�عاع دایره برابر 6 است، یکی از این دو خط موازی مماس بر دایره و دیگری  به فاصلۀ 4 از 
∆ به فاصلۀ 4 هس�تند، 3تا اس�ت.  دای�ره را در دو نقط�ه قط�ع می‌کن�د. پ�س تعداد نقاط�ی روی دایره که از 

اگر در مس�ائل ترس�یم بخواهیم نقطه‌هایی را به‌دس�ت آوریم که دارای دو یا چند ویژگی هس�تند، ابتدا نقطه‌های هر ویژگی را جداگانه رسم می‌کنیم، سپس 
نقطه‌هایی را که در این ترس�یم‌ها مش�ترک هس�تند به عنوان جواب در نظر می‌گیریم. به عنوان مثال، اگر بخواهیم نقطه‌هایی را که »از نقطۀ ثابت O1 به 
r2 هس�تند« به‌دس�ت آوریم، باید نقطه‌های مش�ترک دو دایره، یکی به مرکز O1 و ش�عاع r1 و دیگری به مرکز  O2 به فاصلۀ  فاصلۀ r1 و از نقطۀ ثابت 

r2 را به‌دست آوریم. برای این سؤال بسته به شرایط پنج حالت رخ می‌دهد. O2 و شعاع 

ه میسرت :لوا لصفاللادتسا و یسدنه ی

ف لصف     
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ه س�� دنتبارب ر1  m−1 B بهف اصلۀ   و  A او حا دز مه قارر دارند.ا گت رعادد نقطهه‌ای یکها ز  m−3 7 د ونقطۀ A و B بهف اصلۀ 
باشد، m کادمسا ت؟

5 )4 	4 )3 	6 )2 	3 )1

m−1 مماس خارج باشند.  با ش�رط‌های داده شده، باید دو دایره به مرکزهای A و B و شعاع 
بنابراین

 m m m− = − + −3 7 1 1
. m=5 یعنی 

به عنوان مثالی دیگر، در ش�کل روبه‌رو فاصلۀ نقطۀ A از خط d برابر h اس�ت. می‌خواهیم نقطه‌هایی را به‌دس�ت آوریم که روی خط 
d هستند و از نقطۀ A به فاصلۀ r هستند. با مقایسۀ r و h حالت‌های زیر رخ می دهد.

در مسائل ترسیم شکل، دقت کنید که شکل‌های همنهشت را یکی حساب می‌کنیم. این موضوع را به خصوص برای ر مسمثلث در خاطر داشته باشید.

روش ر مسمثلث با معلوم بودن طوس له ضلع: فرض کنید طول سه ضلع مثلث b ،a و c است. ابتدا 
 C همچنین به مرکز ،c و شعاع B رس�م می‌کنیم )ش�کل )1((. س�پس به مرکز a را به طول BC پاره‌خط
 و ش�عاع b کمان‌هایی می‌زنیم تا یکدیگر را در A قطع کنند )ش�کل )ABC .))2 مثلث مورد نظر است.

واضح اس�ت که دو کمان رس�م ش�ده در ص�ورت متقاطع ب�ودن در پایین BC ه�م یکدیگر را قطع ••
می‌کنند، اما به دلیل همنهشت بودن دو مثلث آن‌ها را یکی در نظر می‌گیریم.

اگر b ،a و c عددهای حقیقی و مثبت باشند، برای اینکه این سه عدد بتوانند طول سه ضلع یک مثلث 
باشند باید

 a b c b a c c a b, ,< + < + < +

و برعکس.

، مقادر x کادم مت‌یوان دباشد؟ AB AC< در مثلث ABCا گ ر
3
2

 )2 	 	1 )1

 2
3

 )4 	 	 2  )3

از شرط مسئله نتیجه می‌گیریم
 AB AC x x x< ⇒ < − ⇒ <2 1 1

از طرف دیگر هر ضلع باید از مجموع دو ضلع دیگر کوچک‌تر باشد، پس

 AC AB BC x x x x x< + ⇒ − < − + ⇒ < ⇒ < 32 1 5 3 4 6
2

 BC AB AC x x x x x< + ⇒ − < + − ⇒ < ⇒ <5 3 2 1 6 6 1

>x حدود تغییرات x اس�ت و در بین  < 31
2

. بنابراین اش�تراک این نامس�اوی‌ها، یعن�ی  AB AC BC< + ، پس  AB AC< مس�لماً چ�ون 

2 در این فاصله قرار دارد. گزینه‌ها عدد 

2 
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نیمساز،و یژگه‌یا و روش ر مسآن: به زاویۀ xOy در شکل مقابل نگاه کنید. اگر نیم‌خط Ot به گونه‌ای باشد که زاویۀ 
xOy را به دو قسمت مساوی تقسیم کند، Ot نیمساز زاویۀ xOy است.

است.  xOyˆ Ot نیمساز  xOt yOtˆ ˆ⇒ =

هر نقطه روی نیمساز یک زاویه، از ضلع‌های آن به یک فاصله است و برعکس.

 Ot روی نیمساز M MH MH⇔ =1 2

رس�� منیمس��از: روشلوا  برای رسم نیمس�از زاویۀ xOy، به مرکز O و شعاع دلخواه کمانی رس�م می‌کنیم تا Ox و Oy را به ترتیب در A و B قطع کند 
)ش�کل )1((. س�پس دهانۀ پرگار را بیش از نصف پاره‌خط AB باز می‌کنیم و دو کمان به مراکز A و B با این دهانه رس�م می‌کنیم تا یکدیگر را در M قطع 

کنند )شکل )2((. OM نیمساز زاویۀ xOy است )شکل )3((.

در ش�کل )2( اگر دهانۀ پرگار را به اندازۀ نصف پاره‌خط AB باز کنیم دو کمان رس�م ش�ده از A و B بر یکدیگر مماس می ش�وند. در این حالت محل ••
تماس این دو کمان را همان نقطۀ M در نظر می‌گیریم.

d2 به یک فاصله هستند، نقطه‌های روی نیمسازهای زاویه‌های بین آن‌ها هستند  همۀ نقطه‌هایی که از دو خط متقاطع d1 و 
2∆ بر هم عمودند.  1∆ و  2∆ در شکل(. توجه کنید که  1∆ و  )خط‌های 

Oy ر ابهیترت ب در A و B قطع کدن.   و  Ox سا ت. به مرکز O کمان یبه شعاع چهاراو ح در مسکردها‌یت ما  060 زوایۀ xOy بارب ر
اگ ربخو میهانیمساز زوایۀ xOy ر ار مسکمین، حادقا لنادزۀ شعاع کمانه‌ای یکه بای دبه مرکز A و B ر مسشون دکادمسا ت؟

3 )4 	1 )3 	2 )2 	4 )1

 . AB=4 با توجه به اطلاعات مسئله شکل روبه‌رو به‌دست می‌آید. مثلث OAB متساوی‌الاضلاع است، پس 
اگر بخواهیم کمان‌های به مرکزهای A و B نقطۀ مشترک داشته باشند، باید حداقل شعاع این کمان‌ها برابر نصف اندازۀ 

4= باشد. توجه کنید که در این حالت کمان‌ها در وسط AB بر یکدیگر مماس می‌شوند. 2
2

پاره‌خط AB، یعنی 

و  مس��احتا ین مثلث بارب ر27او ح دمربعسا ��ت.ا گ رD مح لبرخورد نیمس��از زوایۀ A با  AC=10  ، AB=8  ،ABC در مثلث
ضلع BC باشد،ف اصلۀ Dا ز ضلع AB کادمسا ت؟

 5 )4 	3
2

 )3 	3 )2 	2 )1

با توجه به صورت مسئله شکل روبه‌رو به‌دست می‌آید. چون هر نقطه روی نیمساز یک زاویه، از دو ضلع آن زاویه 
به یک فاصله است، پس

 DH DH ( )=1 2 1

همچنین

 
ABD ACD ABC ABCS S S AB DH AC DH S

DH DH

+ = ⇒ × + × =

× × + × × =

1 2

1 2

1 1
2 2

1 18 10 27
2 2

با توجه به برابری )1(
 DH DH DH DH+ = ⇒ = ⇒ =1 1 1 14 5 27 9 27 3

4 
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عمودمصنف،و یژگه‌یا و روش ر مسآن: خطی که از وسط یک پاره‌خط می‌گذرد و بر آن پاره‌خط عمود است، عمودمنصف آن پاره‌خط نام دارد.

 
AB H

d AB

ôw» ⇒
⊥

d عمودمنصف AB است

هر نقطه که روی عمودمنصف یک پاره‌خط باشد، از دو سر آن پاره‌خط به یک فاصله است و برعکس.
M روی عمودمنصف AB است MA MB⇔ =

رس�� معمودمصنف: چون با داش�تن دو نقطه از خط، آن خط به‌طور کامل مش�خص می‌ش�ود، پس برای رس�م عمودمنصف، کافی اس�ت دو نقطه از آن را 
به‌دس�ت آوریم. می‌خواهیم عمودمنصف پاره‌خط AB را رس�م کنیم. دهانۀ پرگار را بیش از نصف طول پاره‌خط AB باز می‌کنیم و به مراکز A و B کمان‌ 

می‌زنیم تا یکدیگر را در M و N قطع کنند )شکل )1((. خط MN عمودمنصف پاره‌خط AB است )شکل )2((.

اکنون توانایی پیدا کردن وسط یک پاره‌خط را داریم.••

د ونقطۀ A و B و خط d در صفحه قارر دارند. ب یارر مسمثلث متساا‌یولساقین به رأس C به طور یکه C ر یوخط d و AB قاعدۀ 
آن باشد، کادم حالتا یجاد نم‌یشود؟

4( نامتناهی مثلث 3( دو مثلث متمایز	 2( مسئله جواب ندارد.	 1( یک مثلث منحصربه‌فرد	

می‌دانی�م نقط�ه‌ای که از دو نقطۀ A و B به یک فاصله اس�ت، روی عمودمنصف پاره‌خط AB قرار دارد. اگر عمودمنصف پاره‌خط AB را رس�م 
کنیم تا خط d را در نقطۀ C قطع کند، آنگاه ABC مثلث متساوی‌الس�اقین مورد نظر اس�ت. تعداد جواب‌های این مس�ئله را در حالت‌های زیر 

بررسی می‌کنیم.
حالتلوا  اگر عمودمنصف AB خط d را در یک نقطه قطع کند، مسئله یک جواب دارد.

حالت دوم اگر عمودمنصف AB موازی خط d باشد مسئله جواب ندارد.

حالتس ��وم اگر عمودمنصف AB همان خط d باش�د، آنگاه مس�ئله نامتناهی جواب دارد. در واقع هر نقطه از خط d )به‌جز محل برخورد آن با 
AB( می‌تواند رأس C باشد. بنابراین حالتی که مسئله دو جواب داشته باشد ایجاد نمی‌شود.
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.ا گ رعمودمصنفه‌ا یدس واق یکدیگ رر ادر نقطۀ O قطع کدنن،ا نادزۀ  Â = 070  و  AB AC=  ،ABC در مثلث متساا‌یولساقین
زوایۀ BOC چ دنباربا رنادزۀ زوایۀ OBCسا ت؟

16 )4 	10 )3 	7 )2 	3 )1

از نمادگذاری شکل روبه‌رو استفاده می‌کنیم. چون مثلث‌های OAC و OAB با یکدیگر همنهشت هستند، پس

 A A Aˆ ˆ ˆ= = = × =0 0
1 2

1 1 70 35
2 2

. اکنون به‌دست می‌آید  C Aˆ ˆ= = 0
2 1 35 همچنین چون مثلث OAC متساوی‌الساقین است، 

 Ĉ = − =0 0 0
1 55 35 20

 . BOC
OBC

ˆ
ˆ

= =
0

0
140 7
20

. بنابراین  BOCˆ = 0140 B̂ و در نهایت  = 0
1 20 به‌طور مشابه 

. چ دننقطه در صفحهو جود دارد کها ز رأسه‌اا یین متوازلاا‌یضلاع به یکف اصلهسا ت؟ A Bˆ ˆ( )> متوازلاا‌یضلاع ABCD مفورضسا ت 
4( نامتناهی 	4 )3 	1 )2 1( صفر	

نقط�ه‌ای که از چهار رأس متوازی‌الاضلاع به یک فاصله اس�ت، محل برخ�ورد عمودمنصف‌های ضلع‌های 
متوازی‌الاضلاع اس�ت. در متوازی‌الاضلاع، چون ضلع‌ها با هم موازی هستند، پس عمودمنصف‌ها دوبه‌دو 

با هم موازی‌اند و همرس نیستند. پس چنین نقطه‌ای وجود ندارد. 

شکل حاصل از برخورد عمودمنصف‌های ضلع‌های متوازی‌الاضلاع در حالت کلی یک متوازی‌الاضلاع است.
، پس متوازی‌الاضلاع مورد نظر نمی‌تواند مس�تطیل باشد. اگر این متوازی‌الاضلاع مستطیل بود،  A Bˆ ˆ> در صورت این س�ؤال ذکر ش�ده است 

آن‌گاه عمودمنصف ضلع‌های روبه‌رو بر هم منطبق بودند و در این حالت یک نقطه به‌دست می‌آمد.

از رسم عمودمنصف AB می‌توان ایده‌ای برای رسم بسیاری از مسائل ترسیم به‌دست آورد. به عنوان مثال:
1( رس�� مخط عمود ب ریک خطا ز نقطه یا‌ر یوآن: از A کمانی دلخواه رس�م می‌کنیم تا d را در M و N قطع 

کند. عمودمنصف MN از A می‌گذرد و بر d عمود است.

2( ر مسخط عمود ب ریک خطا ز نقطه یا‌خارج آن: از نقطۀ A کمانی چنان رسم می‌کنیم تا خط را در نقطه‌های 
M و N قطع کند. عمودمنصف MN از A می‌گذرد و بر d عمود است.

از دو روش رسم بالا ایدۀ رسم خط گذرنده از یک نقطه و موازی با یک خط دلخواه به‌دست می‌آید.••
 ∆1 2∆ را که از A می‌گذرد و بر  1∆ را که از A می‌گذرد و بر d عمود است رسم می‌کنیم. سپس خط  ابتدا خط 

2∆ با d موازی است و از A می‌گذرد. عمود است رسم می‌کنیم. خط 

d2 را به ترتیب موازی Ox و Oy رسم می‌کنیم به‌طوری که  ر مسنیمساز: روش دوم مطابق شکل دو خط d1 و 
d2 از Oy به فاصلۀ h هس�تند. محل برخورد این دو خط را M می‌نامیم. OM نیمس�از  d1 از Ox و همچنین 

زاویۀ xOy است.

7 
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3( پ ادیکردن مرکز دایره: فرض کنید بخشی از دایره در شکل داده شده و می‌خواهیم مرکز این دایره را به‌دست آوریم )شکل )1((.
سه نقطۀ متمایز دلخواه روی این کمان در نظر می‌گیریم )B ،A و C در شکل )2((. محل برخورد عمودمنصف‌های AB و AC مرکز دایره است )شکل )3((.

نقطۀ A و خط d در صفحه مفورضا‌ند.ت عادد نقطهه‌ای یکها ز A بهف اصلۀ 3س ��ان‌یتما و رتز خط d بهف اصلۀ 4س ��ان‌یتمه رتس��دنت، 
کادمسا ت؟

4( حداکثر 4 3( حداکثر 2	 2( فقط 1 یا 2	 1( 1 یا 2 یا 4	

نقطه‌هایی که از نقطۀ A به فاصلۀ 3 سانتی‌متر هستند روی دایره‌ای به مرکز A و شعاع 3 سانتی‌متر قرار دارند و نقطه‌هایی که از خط d به فاصلۀ 
4 س�انتی‌متر هس�تند روی دو خط موازی d و به فاصلۀ 4 س�انتی‌متر از آن قرار دارند. جواب‌های مس�ئله نقاط مش�ترک دایره و این دو خط موازی 

هستند. با توجه به عددهای داده شده تعداد جواب‌ها صفر، 1 یا 2 است )شکل‌های زیر را ببینید(. بنابراین گزینۀ )3( درست است.

ر مسچهارضلعه‌یا یخاص: برای رسم چهارضلعی‌ها بهتر است ویژگی‌های آن‌ها را در خاطر داشته باشیم.

مستطیلمتوازی‌الاضلاع
1( ضلع‌های مقابل موازی و مساوی‌اند.

2( قطرها یکدیگر را نصف می‌کنند.
1( تمام ویژگی‌های متوازی‌الاضلاع را دارد.

2( قطرها با هم برابرند.
مربعلوزی

1( تمام ویژگی‌های متوازی‌الاضلاع را دارد.
تمام ویژگی‌های متوازی‌الاضلاع، مستطیل و لوزی را دارد.2( قطرها عمودمنصف هم هستند و نیمساز زاویه‌های لوزی‌اند.

1( رس�� ممربع با معلوم بودن طو لقط رآن: پاره‌خط AB را به طول قطر مربع رس�م می‌کنیم. 
عمودمنصف آن را رس�م و محل برخورد آن با AB را O می‌نامیم )ش�کل )1((. به مرکز O و شعاع 
 ACBD .))2( قطع کند )ش�کل D و C را در AB دایره‌ای رس�م می‌کنی�م تا عمودمنصف OA

مربع مورد نظر است. 
این مربع منحصربه‌فرد است.••

 OA و شعاع )AB وسط( O به مرکز .))شکل )1( را به طول قطر مستطیل رسم می‌کنیم AB ر مسمستط لیبا معلوم بودن طو لقط رآن: پاره‌خط )2
دایره‌ای رسم می‌کنیم )شکل )2((. قطر دلخواه CD )به جز AB( از این دایره را رسم می‌کنیم )شکل )ACBD .))3 مستطیل مورد نظر است.

این مستطیل منحصربه‌فرد نیست. واضح است که اگر زاویۀ بین دو قطر هم معلوم بود، آن وقت مستطیل منحصربه‌فرد می‌شد.••

9 
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3( ر مسمتوازلاا‌یضلاع با معلوم بودن طو لد وقط:ر ابتدا پاره‌خط AB را 
 )AB وسط( O سپس به مرکز .))به طول یکی از قطرها رسم می‌کنیم )شکل )1
 CD و ش�عاع نصف قطر دیگر دایره‌ای رسم می‌کنیم )شکل )2((. قطر دلخواه
 ACBD .روی آن منطبق نش�ود رس�م می‌کنیم AB از این دایره را طوری که

متوازی‌الاضلاع مورد نظر است. 
واضح است که نامتناهی متوازی‌الاضلاع با این ویژگی می‌توان رسم کرد.••

4( ر مسمتوازلاا‌یضلاع با معلوم بودن طو لد وضلع و طو لیکا یز قطهرا:
روش:لوا  فرض کنید a و b طول دو ضلع و d طول یکی از قطرها باشد. ابتدا 
مثلث ABC را با طول ضلع‌های b ،a و d رس�م می‌کنیم )شکل )1((. از نقطۀ 
B خط�ی م�وازی AC و از نقطۀ C خطی موازی AB رس�م می‌کنیم تا یکدیگر 

را در D قطع کنند )شکل )ABDC .))2 متوازی‌الاضلاع مورد نظر است.
این متوازی‌الاضلاع زمانی قابل رسم است که••

 a b d b a d d a b, ,< + < + < +

همچنین در صورت قابل رسم بودن، منحصربه‌فرد است.
روش دوم: ابتدا پاره‌خط BC را به طول d رس�م می‌کنیم )ش�کل )1((. دهانۀ 
پ�رگار را ی�ک بار به طول a و یک بار به طول b ب�از می‌کنیم و از نقطه‌های B و 
C دو کمان می‌زنیم )ش�کل )2((. مطابق ش�کل، دو نقطه از نقطه‌های برخورد 
کمان‌ها را A و D می‌نامیم. ABDC متوازی‌الاضلاع مطلوب اس�ت. )دلیل: 
از همنهشتی دو مثلث BDC و CAB به حالت برابری سه ضلع ثابت می‌شود 

که ABDC متوازی‌الاضلاع است.(

d2 طول دو  d1 و  5( ر مسلوز یبا معلوم بودن طو لد وقط:ر فرض کنید 
قطر لوزی هس�تند. ابتدا پاره‌خط AB به طول d1 و سپس عمودمنصف آن را 

d2 دایره‌ای رسم می‌کنیم تا 
2

رس�م می‌کنیم )ش�کل )1((. به مرکز O و ش�عاع 

عمودمنصف را در دو نقطۀ C و D قطع کند )شکل )ACBD .))2 لوزی مورد 
نظر است.

این لوزی منحصربه‌فرد است.••

 a 6( رس�� ملوز یبا معلوم بودن طو لضلع و ط��و لیک قط:ر فرض کنید
ط�ول ضلع و d طول قطر لوزی اس�ت. ابتدا پاره‌خط AB به طول d و س�پس 
عمودمنصف آن را رسم می‌کنیم )شکل )1((. به مرکز A و شعاع a کمانی رسم 
 ACBD .))2( قطع کند )ش�کل D و C را در AB می‌کنی�م ت�ا عمودمنصف

لوزی مورد نظر است.

da این لوزی منحصربه‌فرد است. •• >
2

واضح است که با فرض 

بها ز یاکادم‌یکا زا طلاعات داده شده، چهارضلع یبه صورت منحرصبهرف‌د قاب لر مسنیست؟
2( داشتن طول و عرض مستطیل 	 1( داشتن طول دو قطر لوزی	

4( داشتن طول قطر مربع 3( داشتن طول دو قطر متوازی‌الاضلاع	

چون زاویۀ بین دو قطر متوازی‌الاضلاع معلوم نیست، با تغییر این زاویه، نامتناهی متوازی‌الاضلاع قابل ترسیم است.

10 
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سا ��ت. بها ز یاچ دنمق��ادر صحیح ب�� یارx مت‌یوانا ین  x+2 در ی��ک متوازلاا‌یض�الع، ط��و لد وضل��ع 5 و 6 و ط��و لیک قط ر
متوازلاا‌یضلاع ر ار مسکرد؟

4( نامتناهی 	8 )3 	10 )2 	9 )1

فرض کنیم متوازی‌الاضلاع مورد نظر به صورت ش�کل روبه‌رو اس�ت. برای این که این متوازی‌الاضلاع قابل رس�م 
باشد باید مثلث رنگی را بتوانیم رسم کنیم و برای رسم این مثلث باید

 x x x, ,+ < + < + + < + +2 5 6 5 6 2 6 2 5

. پس برای x، 9 مقدار صحیح صفر، 1، 2، … و 8 به‌دست می‌آید. x− < <1 9 به‌دست می‌آید 

استدلال

اگ�ر از مش�اهدات و بررس�ی موضوع�ی در چند حالت مح�دود، نتیجه‌ای کلی در آن موضوع بگیری�م یا به اصطلاح »از جزء به کل برس�یم«، این روش را 
»تسا للادتساقاریی« می‌نامیم.

در استدلال استقرایی، نمی‌توان همواره به درستی نتیجۀ گرفته شده مطمئن بود.

اگر براساس واقعیت‌هایی که درستی آن‌ها را پذیرفته‌ایم نتیجه‌ای کلی بگیریم، این روش استدلال را »تنتسا للادتسااجی« می‌نامیم.

برخی از نتایج که با استدلال استنتاجی به‌دست می‌آیند:
1( عمودمنصف‌های ضلع‌های مثلث همرس هستند )در یک نقطه به هم می‌رسند(.

محل همرسی عمودمنصف‌های ضلع‌های مثلث از سه رأس مثلث به یک فاصله‌ است.••
محل برخورد عمودمنصف‌ها  O OA OB OC⇒ = =

2( ارتفاع‌های مثلث )یا امتداد آن‌ها( همرس‌اند.

3( سه نیمساز زاویه‌های داخلی مثلث، درون مثلث همرس هستند.
محل همرسی نیمسازهای زاویه‌های داخلی مثلث از سه ضلع مثلث به یک فاصله ‌است.••

محل همرسی نیمسازها  I IH IH IH⇒ = =1 2 3

4( میانه‌های ضلع‌های هر مثلث در نقطه‌ای درون آن همرس هستند.
محل همرسی میانه‌های مثلث را مرکز ثقل مثلث می‌نامیم و معمولًا  آن را با G نشان می‌دهیم.••

11 



الد استو یسدنهی اه میرست :لوا لصف
10

، آن‌گاه نقطۀه م یسرعمودمصنفه‌ا یضلعه‌اا یین مثلث کجا قارر دارد؟ B C Aˆ ˆˆ − = 42
5

 و  A B Cˆ ˆˆ+ =5  ،ABC اگ ردر مثلث

4( روی رأس زاویۀ بزرگ‌تر 3( وسط یک ضلع	 2( بیرون مثلث	 1( درون مثلث	

. Ĉ= 030 =B̂ و  0100  ، Â = 050 A به‌دست می‌آید B Cˆ ˆˆ+ + = 0180 B و توجه به این مطلب که  C Aˆ ˆˆ − = 42
5

A و  B Cˆ ˆˆ+ =5 از برابری‌های 

در نتیجه مثلث منفرجه است و محل برخورد عمودمنصف‌ها خارج مثلث است.

 و  عمودمصنفه‌اا یین د وضلع ب مه رعمود باش��دن، مجموعف اصلهه‌ا یمح لبرخورد  AC=24  ، AB=7 در مثلث ABCا گ ر
این عمودمصنفه‌اا ز د ورأس B و C کادمسا ت؟

 31  )4 	 527  )3 	25
2

 )2 	25 )1

با توجه به ش�کل چون عمودمنصف‌های ضلع‌های AB و AC بر هم عمود هس�تند، پس مثلث ABC در 
رأس A قائم‌الزاویه اس�ت و عمودمنصف‌های آن در وس�ط وتر BC همرس هس�تند )نقطۀ M را در ش�کل 

ببینید(. اکنون به‌دست می‌آید

 MB MC BC AB AC+ = = + = + = =2 2 2 27 24 625 25

در شک لمقابل، مقادر x کادمسا ت؟
037  )1

 053  )2
036  )3

 023  )4

CD را امتداد می‌دهیم تا ضلع AB را در G قطع کند )شکل را ببینید(. چون ارتفاع‌های مثلث همرس هستند، 

پس CG ارتفاع وارد بر ضلع AB است. اکنون به‌دست می‌آید

 x = − =0 0 090 53 37

گزاره: جمله‌ای است خبری که حتماً درست یا نادرست است )اگرچه درست یا نادرست بودن آن برای ما معلوم نباشد(. به عنوان مثال
1( در مثلث متساوی‌الساقین، زاویه‌های روبه‌رو به ساق‌ها با هم برابرند )گزارۀ درست(.

0180 نیست )گزارۀ نادرست(. 2( مثلثی وجود دارد که مجموع زاویه‌های داخلی آن 
3( اندازۀ هر زاویۀ خارجی مثلث برابر مجموع اندازه‌های دو زاویۀ داخلی غیرمجاورش است )گزارۀ درست(.

4( هر زاویۀ خارجی مثلث از هر زاویۀ داخلی غیرمجاورش بزرگ‌تر است )گزارۀ درست(.

گزارۀس اده گزاره‌ای است که فقط یک خبر را اعلام می‌کند و گزارۀ مرکب گزاره‌ای است که ترکیبی از چند گزارۀ ساده است.

نقیض یک گزاره: اگر p یک گزاره باشد، گزارۀ »چنین نیست که p« را نقیض گزارۀ p می‌گوییم.
ارزش نقیض یک گزاره مخالف ارزش خود گزاره است.••

12 
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نکا یتدر مورد نقیض گزارهه‌ا: علاوه بر قرار دادن »چنین نیست که« در ابتدای گزاره می‌توان به صورت زیر عمل کرد:
1( اگر در گزاره »هر«، »به ازای هر« یا »همه« وجود داشته باشد، آن را به »وجود دارد« تغییر دهید و فعل جمله را نقیض کنید )یعنی است بشود نیست، 

می‌خواهد بشود نمی‌خواهد و …(. به عنوان مثال:

0180 سات.  )درست( الف( گزاره: مجموع زوایای ره مثلث 

0180 نیست. )نادرست(  نقیض گزاره: مثلثی وجود دارد که مجموع زوایای آن 
ب( گزاره: ره لوزی یک مربع سات. )نادرست(

نقیض گزاره: لوزی‌ای وجود دارد که مربع نیست. )درست(

0360 سات. )درست( پ( گزاره: مجموع زاویه‌های داخلی  رهچهارضلعی محدب برابر 

0360 نیست. )نادرست(  نقیض گزاره: چهارضلعی محدبی وجود دارد که مجموع زاویه‌های داخلی آن 
2( اگر در گزاره »وجود دارد« باشد، آن را به »هر«، »به ازای هر« یا »همه« تغییر دهید و فعل جمله را نقیض کنید. مثلًا

الف( گزاره: مستطیلی وجود دارد که مربع نیست. )درست(
نقیض گزاره: همۀ مستطیل‌ها مربع هستند. )نادرست(

0360 نیست. )نادرست( ب( گزاره: چهارضلعی‌ای وجود دارد که مجموع زاویه‌های داخلی آن 

0360 سات. )درست( نقیض گزاره: در ره چهارضلعی، مجموع زاویه‌های داخلی 
3( اگر در گزاره‌ای »هیچ« یا »وجود ندارد« باشد، آن را به »وجود دارد« تغییر دهید و فعل جمله را نقیض کنید. برای مثال:

گزاره: یهچ مثلثی بیش از یک زاویۀ قائمه نادرد. )درست(
نقیض گزاره: مثلثی وجود دارد که بیش از یک زاویۀ قائمه داشته باشد. )نادرست(

گزارۀ شرط:ی گزاره‌ای است که خبری را با یک جملۀ شرطی بیان می‌کند.

قضیه: نتایج مهم و پرکاربرد که با استدلال استنتاجی به‌دست می‌آیند قضیه نامیده می‌شوند.
به عبارت دقیق‌تر، قضیه گزاره‌ای است درست که بتوان درستی آن را با استدلال استنتاجی معلوم کرد.

قضیه ممکن است گزاره‌ای معمولی یا گزاره‌ای شرطی باشد.••

هر قضیه دو قسمت دارد:
قسمت اول گزاره یا گزاره‌هایی است که درست بودن آن‌ها را قبول داریم. این قسمت را رفض قضیه می‌نامیم.

قسمت دوم گزاره‌ای است که درست بودن آن‌ را باید از فرض نتیجه گرفت. این قسمت را حک مقضیه می‌نامیم. مثلًا
مثلثی که دو زاویۀ برابر دارد، متساوی‌الساقین است.

اگر در یک قضیه، جای فرض و حکم را عوض کنیم، گزاره‌ای به‌دست می‌آید که آن را عکس قضیۀ مورد نظر می‌نامیم.

عکس قضیه ممکن است درست یا نادرست باشد.••

اگر عکس یک قضیه درست باشد، ‌این قضیه و عکس آن را می‌توان به صورت یک قضیه بیان کرد. چنین قضیه‌ای را »قضیۀ د وشرطی« می‌نامیم.

⇔« است.•• می‌توان قضیۀ دو شرطی را با استفاده از »اگر و تنها اگر« بیان کرد که نماد آن »

به مثالی که برای رد درستی یک ادعا بیان می‌شود مثا لنقض می‌گوییم.

بهران خلف )بهران غریمستقمی(: نوعی استدلال است که در مسائل ریاضی و هندسی کاربرد دارد. در روش برهان خلف به صورت زیر عمل می‌کنیم

گام )1(: فرض می‌کنیم نقیض حکم درست است.
گام )2(: نشان می‌دهیم که نقیض حکم با حقایق دانسته شده یا فرض اولیه تناقض دارد.

گام )3(: با نادرست بودن نقیض حکم نتیجه می‌گیریم که حکم درست است.

حکم قضیه فرض قضیه
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برخا یز نکات قضایا یمه:م
1( هر زاویۀ خارجی مثلث از هر زاویۀ داخلی غیرمجاورش بزرگ‌تر است.

 B A B Cˆ ˆˆ ˆ,> >1 1

2( اگر در مثلثی دو ضلع نابرابر باش�ند، زاویۀ مقابل به ضلع بزرگ‌تر، بزرگ‌تر اس�ت از زاویۀ مقابل به ضلع کوچک‌تر و 
برعکس.

 AB AC C Bˆ ˆ> ⇔ >

B برحسب درجه کادمسا ت؟ ، بزرگرت‌ین مقادر صحیح زوایۀ  AB AC>  و  BACˆ = 050  ،ABC در مثلث
 065  )4 	 064  )3 	 063  )2 	 062  )1

. بنابراین C Bˆ ˆ> AB نتیجه می‌گیریم  AC> . از  B Ĉˆ + = 0130 ، پس  Â = 050 چون 
 B C B B Bˆˆ ˆ ˆ ˆ+ > + ⇒ >0130 2

064 است. . در نتیجه بزرگ‌ترین مقدار صحیح برای زاویۀ B برابر  B̂< 065 یعنی 

در شک لمقاب لM ر یونیمساز خارج یزوایۀ A قارر دارد. نسبت محیط مثلث MBC به محیط مثلث 
ABC کادمسا ت؟

2( کمتر از 1 1( بزرگ‌تر از 1	
4( غیرمشخص 3( مساوی 1	

 . MH MH′= Â قرار دارد، پس فاصلۀ M از دو ضلع زاویۀ خارجی A برابر است. پس  نقطۀ M روی نیمساز خارجی 
 MH C H M MC H C MC AC AH ( )

ˆ ˆ:′ ′ ′ ′> ⇒ > ⇒ > + 1  

′AMH و AMH ب�ه حال�ت وتر و یک ضلع مس�اوی همنهش�ت هس�تند، پس  چ�ون دو مثل�ث قائم‌الزاوی�ۀ 
. از نابرابری )1( نتیجه می‌گیریم AH AH′=

 MC AC AH ( )> + 2

از طرف دیگر،
 MBH H M MB BH ( )

ˆ ˆ: > ⇒ > 3

از جمع کردن نابرابری‌های )2( و )3( به‌دست می‌آید

 
MC MB AC AH BH MC MB AC AB

MC MB BC AC AB BC MBC ABCôÃd¶ ôÃd¶

+ > + + ⇒ + > +

+ + > + + ⇒ >

بنابراین نسبت محیط مثلث MBC به محیط مثلث ABC عددی بزرگ‌تر از 1 است.

3( در هر مثلث، طول هر ضلع بین مجموع و قدرمطلق تفاضل طول‌های دو ضلع دیگر قرار دارد.
 AB AC BC AB AC| |− < < +

4( در شکل مقابل، نقطۀ دلخواه O درون مثلث است. در این صورت
BOC BACˆ ˆ> الف( 

 AB AC BO OC+ > + ب( 

اگر O نقطۀ دلخواه درون مثلث ABC باشد، آن‌‌گاه
 ABC OA OB OC ABCôÃd¶ þ~º ôÃd¶( ) ( )< + + < 

15 
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 و O نقطه یا‌دلخواه درون مثلث  BC= +2 2  ، AC= −3 2  ، AB=3  ،ABC در مثلث
ABCسا ت. مجموع محیطه‌اس یه مثلث OBC ،OAC و OAB کادم مت‌یوان دباشد؟

15 )2 	12 )1
24 )4 	22 )3

اگر O نقطه‌ای دلخواه درون مثلث ABC باشد، آن‌گاه
 OA OB OC OA OB OCôÃd¶ þ~º ôÃd¶ ( )( ABC) ( ABC)< + + < ⇒ < + + <4 8 1 

از طرف دیگر، 
 OAC OBC OAB OA OB OC ABC OA OB OCôÃd¶ ôÃd¶ ôÃd¶ 2 ôÃd¶( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ + = + + + = + + +2 8   

اکنون از نابرابری )1( به‌دست می‌آید
 OA OB OC( )< + + + <16 2 8 24

 . Â > 060 5( الف( در مثلث ABC، اگر BC بزرگ‌ترین ضلع باشد، آن‌گاه 

 . Â< 060 ب( در مثلث ABC، اگر BC کوچک‌ترین ضلع باشد، آن‌گاه 

، آن‌گاه AB AC< 6( الف( در مثلث ABC اگر AM میانۀ وارد بر ضلع BC باشد و 
 CAM BAMˆ ˆ<

، آن‌گاه  AB AC< ب( در مثلث ABC اگر AH ارتفاع وارد بر ضلع BC باشد و 
 BAH CAHˆ ˆ<

AB همواره نیمساز زاویۀ A بین میانه و ارتفاع وارد بر ضلع BC است. همچنین  AC( )≠  ABC در مثلث

 AH AD AM
ÌIÿUnH pIvµÃº ¾ºIÃ¶

< <

در مثلث مختلفلاا‌ضلاع ABC میانۀ AM و نیمساز داخل یAD ر مسشدهسا ت. کادم ناباربه یرمواره درستسا ت؟
 AD AM<  )4 	AD AB<  )3 	AM AB<  )2 	AM BC<  )1

. توجه کنید در مثلث  AH AD AM< < در هر مثلث )به‌جز مثلث متساوی‌الساقین( اگر AH ارتفاع، AD نیمساز و AM میانه باشد، آن‌گاه 
، AD ،AH و AM بر هم منطبق می‌شوند.  AB AC( )= متساوی‌الساقین 

17 

18 
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 آآزمون 
راه‌حل: 120 تا 121

ترسیم‌های هندسی

11 ا ز خط d قارر دارد. بها ز یاچ دنمقادر صحیح m دقیقاً د ونقطه ر یوخط d بهف اصلۀ 6ا ز - m+2 3 نقطۀ A بهف اصلۀ 
نقطۀ Aو جود دارد؟

 4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1

22 او حا دز یکدیگ رقارر دارن و دد ونقطه در صفحهو جود دارن دکها ز A بهف اصلۀ - x−4 5 د ونقطۀ A و B بهف اصلۀ 
ه سدنت. بها ز یاچ دنمقادر صحیح ب یارxا ینتا فاق مدتفا‌ی؟ x−2 ا و ز B بهف اصلۀ 1 x+1
1 )4 	5 )3 	4 )2 	3 )1

33 حادکث رچ دننقطه ر یودایره به قط ر5او حو دجود دارد کها ز خط d بهف اصلۀ 2/5او حه دسدنت؟-
4( چهار نقطه 3( یک نقطه 	 2( سه نقطه	 1( دو نقطه	

44 خط d بهف اصلۀ 2س ان‌یتما رتز مرکز دایره یا‌به شعاع 5س ان‌یتم رتقارر دارد. را یوین دایره چ دننقطهو جود دارد که -
از خط d بهف اصلۀ 4س ان‌یتمه رتسدنت؟

4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1

55 نقطۀ A و خط d در یک صفحه قارر دارند.ف اصلۀ نقطۀ Aا ز خط d بارب ر12س ان‌یتمسا رتت. چ دننقطه درا ین صفحه -
وجود دارن دکها ز نقطۀ A و خط d بهف اصلۀ 9س ان‌یتمه رتسدنت؟

4( دقیقاً 2 3( دقیقاً 4	 2( حداکثر 2	 1( حداکثر 4	

66 در شک لمقاب لAD نیمساز زوایۀ Aسا ت. طو لDC بارب رکادمسا ت؟-
5 )1
4 )2
3 )3
2 )4

77 در ذوزنقۀ ABCD نقطۀ O محت لقاطع د ونیمساز زوایهه‌ا یA و Dسا ت.ا گف راصلۀ رأس Bا ز قاعدۀ DC بارب ر6 -
باشد، مجموعف اصلهه‌ا ینقطۀ Oا ز د وقاعدهس و اق AD بارب رکادمسا ت؟

4 )1
8 )2
9 )3

12 )4
88 am کادم نیتجه حاص لم‌یشود؟- =4  و میانۀ  c=5  و  b=7 در ر مسمثلث ABC با خط‌کش و پرگار با معلوم بودن د وضلع 

4( فاقد جواب 3( دو جواب متمایز	 2( جواب منحصربه‌فرد	 1( غیرقابل رسم	

99 در چهارضلع یABCD نقطۀ Mا ز د رس وضلع CD به یکف اصلهه و مچیننا ز د وضلع AD و CD به یکف اصله -
سات.ا ین نقطه حاص لبرخورد کادم د وجزءسا ت؟

D و C 2( نیمسازهای دو زاویۀ 	AC و CD 1( عمودمنصف‌های
CD و عمودمنصف CD 4( خط موازی 	D و نیمساز زاویۀ CD 3( عمودمنصف

1010 کادم‌یکا ز چهارضلعه‌یا یزی رر انمت‌یوان به‌صورت منحرصبهرف‌د ر مسکرد؟
1( مربعی که طول قطر آن 1 سانتی‌متر است.

2( لوزی که طول قطرهای آن 1 و 2 سانتی‌متر است.
3( متوازی‌الاضلاعی که طول قطرهای آن 2 و 3 سانتی‌متر است.

2 سانتی‌متر است. 4( مربعی که طول ضلع آن 
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 آآزمون 
راه‌حل: 121 تا 122

استدلال

11 کادم گزینه بیانگتسا للادتسا رقاریسا یت؟-
1( نتیجه‌گیری منطقی بر پایۀ واقعیت‌هایی که درستی آن‌ها را پذیرفته‌ایم.

2( بررسی و مشاهدۀ درستی موضوعی در چند حالت و رسیدن به نتیجه‌ای کلی در آن موضوع.
3( بررسی چگونگی انطباق یک دستور کلی در مورد یک عضو از یک مجموعه.

4( مطابقت یک حکم کلی با یک یا چند حکم دیگر.
22 کادم قضیه به صورت قضیۀ د وشرط یبیان نم‌یشود؟-

1( در مثلث متساوی‌الساقین ارتفاع و میانۀ یک ضلع یکی هستند.
2( در مثلث قائم‌الزاویه نقطۀ همرسی عمودمنصف اضلاع روی وتر است.

060 هستند.  3( در مثلث متساوی‌الاضلاع زاویه‌ها برابر 
090 بزرگ‌ترین ضلع است. 4( در هر مثلث ضلع مقابل به زاویۀ 

33 « به روش بهران خلف، با کادمرف ضا ثبات ر اآغاز م‌یکمین؟- A Bˆ ˆ> ره گاه  BC AC>  ،ABC با یارثبات قضیۀ »در مثلث
A Bˆ ˆ<  )2 	 	A Bˆ ˆ< A یا  Bˆ ˆ=  )1

 BC AC< BC یا  AC=  )4 	 	BC AC<  )3
44 حک مکل ی»نقطۀه م یسرعمودمصنفه‌اا یضلاع مثلث یا در داخ لآنسا ت یا در خارج آن« با کادم مثا لنقض رد م‌یشود؟-

4( مثلث منفرجه 3( مثلث قائم‌الزاویه	 2( مثلث متساوی‌الاضلاع	 1( مثلث متساوی‌الساقین	

55 سا ت« کادمسا ت؟- 0180 نقیض گزارۀ »مجموع زوایهه‌ا یداخل ره یمثلث 
0180 نباشد.  1( چنین نیست که مجموع زاویه‌های داخلی هر مثلث 

0180 است.  2( مجموع زاویه‌های داخلی هر مثلث کمتر از 
0180 نیست. 3( مثلثی وجود دارد که مجموع زاویه‌های داخلی آن 

0180 است. 4( مثلثی وجود دارد که مجموع زاویه‌های داخلی آن 
66 در مثلث ABC کادم گزینه نادرستسا ت؟-

Â+090 است.
2

1( زاویۀ بین دو نیمساز زاویه‌های داخلی B و C برابر 

Â−090 است.
2

2( زاویۀ بین دو نیمساز زاویه‌های خارجی B و C برابر 

Â است.
2

3( زاویۀ بین نیمساز زاویۀ داخلی B و نیمساز زاویۀ خارجی C برابر 

060 است.  Â برابر  4( زاویۀ بین نیمسازهای زاویه‌های داخلی و خارجی 
77 - m−4 مثلث یبها ضلاع 6، 8 و 10 مفورضسا ت.ا گف راصلۀ نقطۀه م یسرنیمسازهاا یین مثلثا ز ضلع به طو ل6 بارب ر

m−2 باشد،ف اصلۀ آنا ز ضلع بزرگ رت‌کادمسا ت؟  10 ا وز ضلع به طو ل8 بارب ر
8 )4 	6 )3 	4 )2 	2 )1

88 ، بها ز یاکادم مقادر x مثلث ABC قاب لرسا مست؟- BC x= +5  و 1 AC x= +4  ، AB x= −2 1 اگ ر

 1
2

 )4 	3
4

 )3 	3
5

 )2 	2
3

 )1

99 ، کادم گزینه درستسا ت؟- AB n=  و  AC=2  ، BC m=  ، Â = 067  ، B̂= 055  ،ABC اگ ردر مثلث
 n m< <2  )4 	m n< <2  )3 	n m> >2  )2 	m n< <2  )1

1010 ا مادتد م‌یدمیه.ا گ ر BD BC= ،س اق AB را از طرف B بها نادزۀ  AB AC( )=  ABC در مثلث متساا‌یولساقین
CD بارب رAC باشد، نقطۀت لاق یعمودمصنفه‌ا یمثلث ADC کجااو قعسا ت؟

AD 4( وسط 	C 3( رأس 2( بیرون مثلث 	 1( درون مثلث	
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 آآزمون 
راه‌حل: 122 تا 123

آزمون جامع

11 در مثلث حادۀ ABC نقطۀ O مح لبرخورد عمودمصنفه‌ا ید وضلع AB و ACسا ت.ا نادزۀ زوایۀ BOC کادمسا ت؟-

 Â−0180 2  )4 	 Â−090
2

 )3 	 Â+090
2

 )2 	 Â2  )1

22 در شک لمقاب لکادم گزینهه مواره درستسا ت؟-
1( رأس B روی نیمساز زاویۀ ADC است.

2( خط AC عمودمنصف پاره‌خط BD است.

3( خط BD عمودمنصف پاره‌خط AC است.
4( رأس D روی عمودمنصف پاره‌خط AC است.

33 مثلث ABC مفورضسا ت. نیمسازها ید وزوایۀ B و C یکدیگ رر ادر نقطۀ I قطع م‌یکدنن. نقطۀ I حتماً:-
2( روی میانۀ نظیر ضلع BC است. 1( روی عمودمنصف ضلع BC است.	

4( روی نیمساز زاویۀ A است. 	 3( روی محیط مثلث است.	

44 ′d ر ابهیترت ب در نقطهه‌ا یB و C قطع م‌یکدن.ا گ رنقطۀ Oا زس ره ه خط به یکف اصله - خط مورب ید وخط مواز یd و 
باشد، زوایۀ BOC چ دندرجهسا ت؟

 075  )4 	 090  )3 	 095  )2 	 0105  )1

55 چ دنموردا ز گزارهه‌ا یزی ربا مثا لنقض رد م‌یشوند؟-
الف( ره چهارضلع یکها ضلاع بارب ردارد، مربعسا ت.

ب(ا رتفاع مثلث با ضلع کوچکرت‌، زوایۀ کوچک یرت‌مس‌یازد.
پ( نقطه یا‌کها زا ضلاع مثلث یاا مادتد آنه‌ا به یکف اصله باشد، داخ لمثلثسا ت.

3 )4 	2 )3 	1 )2 1( صفر	

66 سا ت. طو رتو ل- 5 ف اصلۀ نقطۀه م یسرعمودمصنفه‌اا ز د وضلع مثلث 2 و  Â( )= 090  ABC در مثلث قائا‌ملزوایۀ
مثلث کادمسا ت؟

 6 2  )4 	5 2  )3 	6 )2 	5 )1

77 A رأس C محت للاق ینیمساز زوایۀ داخل یA و عمودمصنف ضلع ADسا ت. - Bˆ ˆ( )= = 090  ABCDدر چهارضلع ی
، محیط چهارضلع یABCD بارب رکادمسا ت؟ AB=4 اگ ر

 +16 4 2  )4 	 +8 2 2  )3 	 +12 4 2  )2 	 +16 2 2  )1

88 در شک لروبه‌رو، O نقطۀ برخورد نیمسازها یزوایهه‌ا یداخل یمثلث ABCسا ت. -
اگ رمساحت مثلث AOC بارب ر81 باشد، مساحت مثلث BOC بارب رکادمسا ت؟

90 )2 	100 )1
92 )4 	99 )3

99 مثلث دلخواه ABC مفورضسا ت.ا ز رأسه‌اا یین مثلث خطه‌ای یمواز یضلع مقاب لبه آن رأس ر مسم‌یکت مینا مثلث -
A چه نقطهسا یا‌ت؟ B C′ ′ ′ A به‌دست آید. نقطۀ برخوردا رتفاعه‌ا یمثلث ABC ب یارمثلث  B C′ ′ ′

2( نقطۀ برخورد ارتفاع‌ها 	 1( نقطۀ برخورد نیمسازها	
4( نقطۀ برخورد عمودمنصف‌ها 	 3( نقطۀ برخورد میانه‌ها	

1010 B برقاررسا ت. نقطۀت لاقا یرتفاعه‌اا یین مثلث کجا قارر دارد؟ C Aˆ ˆˆ − = در مثلث ABC بین زوایهه‌ا رابطۀ 
B 4( روی رأس 	AC 3( روی ضلع 2( بیرون مثلث	 1( درون مثلث	
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11- می‌دانیم نقطه‌هایی که از A به فاصلۀ 6 قرار دارند دایره‌ای  ۀنیزگ  	3
به مرکز A و شعاع 6 تشکیل می‌دهند. از فرض سؤال نتیجه می‌گیریم این دایره 
خ�ط d را بای�د در دو نقط�ه قطع کند. پس فاصلۀ A از خ�ط d کوچک‌تر از 6 و 

مسلماً عددی مثبت است.

 AH m m m≤ < ⇒ ≤ + < ⇒− ≤ < ⇒− ≤ <3 30 6 0 2 3 6 3 2 3
2 2

، صفر و 1 را می‌تواند بگیرد.  −1 در این فاصله m مقادیر صحیح 

22- ب�رای این منظ�ور، باید دایرۀ به مرکز A و ش�عاع x+1 و  ۀنیزگ  	1
x−2 متقاطع باشند. یعنی دایرۀ به مرکز B و شعاع 1

 x x AB x x x x x( ) ( )− − + < < + + − ⇒ − < − <2 1 1 1 2 1 2 4 5 3  
. x { , , }∈ 2 3 4 . چون x عدد صحیح است، پس  x< <1 5 یعنی 

33- مجموعۀ نقاطی که از خط d به فاصلۀ 2/5 واحد باشند دو  ۀنیزگ  	1
خط موازی d در طرفین آن است. چون قطر دایره برابر 5 است و فاصلۀ این دو 
خط موازی هم برابر 5 اس�ت، پس نقاط تلاقی دو خط موازی با دایره حداکثر 2 
نقطه است )شکل‌ها را ببینید(. به عبارت دیگر با توجه به داده‌های سؤال حالتی 

که هر دو خط موازی دایره را در دو نقطه قطع کند به وجود نمی‌آید.

44- بناب�ر داده‌ه�ای س�ؤال خ�ط d از مرک�ز O ب�ه فاصل�ۀ 2  ۀنیزگ  	2
س�انتی‌متر است. در ضمن نقطه‌هایی که از خط d به فاصلۀ 4 سانتی‌متر هستند 
دو خط موازی d در طرفین آن هستند. با توجه به شکل فقط یکی از این دو خط 
موازی دایره را در دو نقطه قطع می‌کند و این دو نقطه جواب این سؤال هستند.

55- مجموعۀ نقطه‌هایی که از A به فاصلۀ 9 هس�تند دایره‌ای  ۀنیزگ  	4
به مرکز A و شعاع 9 است و مجموعۀ نقطه‌هایی که از d به فاصلۀ 9 هستند دو 
خط موازی d در طرفین آن به فاصلۀ 9 از آن هس�تند. با توجه به ش�کل، محل 

تلاقی این دو خط با دایره جواب این سؤال است که دقیقاً دو نقطه است.

66- می‌دانیم فاصلۀ هر نقطه روی نیمساز یک زاویه از دو ضلع  ۀنیزگ  	1
آن زاویه یکس�ان اس�ت. پس اگر عمود DH را بر ضلع AC رس�م کنیم، آن‌گاه 

. بنابراین DH DB= =3

 
AD AD

ABD ADH
DB DH

AH AB m
B H

¾µGI¤ Í±ò ¦Ä » oU»

ˆ ˆ

 =
 ≅ = →

= = +
= =

0
1

90

 

. در نتیجه CH AC AH m m( ) ( )= − = + − + =5 1 4 پس 

 CDH CD CH DH CD: = + = + = ⇒ =2 2 2 2 24 3 25 5

77- می‌دانیم هر نقطه روی نیمس�از زاوی�ه از دو ضلع زاویه به  ۀنیزگ  	3
 h برابرند. اگر OH′′ ′OH و   ،OH یک فاصله اس�ت. بنابرای�ن عموده�ای

فاصلۀ B از قاعدۀ DC باشد، آن‌گاه

 h hOH OH OH OH OH OH ( )′ ′′ ′ ′′= = = ⇒ + + = = =63 3 9
2 2 2

 ف لصف
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88- فرض کنید ABC مثلث مورد نظر باشد. میانۀ AM را به  ۀنیزگ  	2
ان�دازۀ خودش امت�داد می‌دهیم تا به نقطۀ D برس�یم. در این ص�ورت دو مثلث 
، در نتیجه سه  DC AB= =5 AMB و MDC همنهش�ت می‌شوند. بنابراین 
ضلع مثلث ADC معلوم اس�ت )8، 7 و 5( و با داش�تن سه ضلع مثلث فقط یک 
مثلث ADC و در نتیجه یک مثلث ABC قابل رسم است. توجه کنید گزینه‌های 
)1( و )4( با هم متفاوت هستند. در گزینۀ )4( مطرح شده است که مثلث با این 
اطلاعات وجود ندارد ولی در گزینۀ )1( مطرح شده است با این اطلاعات نمی‌توان 
 مثل�ث را با خط‌کش و پرگار رس�م ک�رد و به اطلاعات دیگری نی�ز احتیاج داریم.

99- چون M از دو س�ر پاره‌خط CD به یک فاصله است روی  ۀنیزگ  	3
 DC و DA از دو ضلع M اس�ت. از طرف دیگر چون CD عمودمنصف ضلع
به یک فاصله اس�ت، پس روی نیمس�از زاوی�ۀ D ق�رار دارد. بنابراین M محل 

برخورد عمودمنصف CD و نیمساز زاویۀ D است.

متوازی‌الاضلاع�ی که طول قطرهای آن 2 و 3 س�انتی‌متر 01- گزینۀ10 	3
است جواب است، چون زاویۀ بین دو قطر مشخص نیست پس با این معلومات 

نامتناهی متوازی‌الاضلاع قابل رسم است.

آزمون 1 2 لصف

11- در اس�تدلال استقرایی با مشاهده و بررسی یک موضوع در  ۀنیزگ  	2
چن�د حالت به درس�تی آن موضوع در حالت کلی می‌رس�یم، ب�ه عبارت دیگر از 
جزء به کل می‌رسیم. مسلماً با چنین استدلالی نمی‌توان همواره به درستی نتیجۀ 

گرفته شده مطمئن بود.

22- ه�ر  ۀنیزگ  در  ضل�ع  بزرگ‌تری�ن  ب�ه  مقاب�ل  زاوی�ۀ  مس�لماً  	4
مط�رح  قضی�ۀ  عک�س  دیگ�ر،  عب�ارت  ب�ه  نیس�ت.  قائم�ه  لزوم�اً  مثل�ث 
ش�ده در گزین�ۀ )4( ب�ه ص�ورت »اگ�ر ی�ک ضل�ع مثلث�ی بزرگ‌تری�ن ضل�ع 
نیس�ت. درس�ت  لزوم�اً  اس�ت«  قائم�ه  آن  مقاب�ل  زاوی�ۀ  آن‌گاه   باش�د، 

33- در بره�ان خلف، فرض را نقیض حک�م انتخاب می‌کنیم.  ۀنیزگ  	4
« است،  BC AC> ، آن‌گاه  A Bˆ ˆ> صورت ش�رطی این قضیه به ش�کل »اگر 
، یعنی  BC AC> BC حکم این قضیه است و نقیض این حکم  AC> پس 

BC است.  AC= BC یا  AC<

44- در مثلث قائم‌الزاویه نقطۀ همرسی عمودمنصف‌های اضلاع  ۀنیزگ  	3
 وس�ط وتر اس�ت. پس مثلث قائم‌الزاویه مثال نقض برای حکم مورد نظر است.

55- 0180  ۀنیزگ  نقی�ض گزارۀ »مجموع زاویه‌ه�ای داخلی هر مثلث  	3
0180 است«  است« گزارۀ »چنین نیست که مجموع زاویه‌های داخلی هر مثلث 

0180 نیست« است. یا »مثلثی وجود دارد که مجموع زاویه‌های داخلی آن 

66- Ĉ باش�د، با توجه به  ۀنیزگ  B̂ و  اگر O نقطۀ تلاقی دو نیمس�از  	4
داده‌های روی شکل می‌توان نوشت

 
A AO
O

ˆ ( ) ˆˆ
ˆ ( )

 = − α+β ⇒ = +
= − α+β

0
0

0

180 2
90

2180

′O نقطۀ تلاقی دو نیمس�از زاویه‌های خارجی B و C باشد، آن‌گاه  در ضمن اگر 
با توجه به داده‌های روی شکل می‌توان نوشت
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Ô ( )
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 C و نیمس�از زاویۀ خارجی B نقطۀ تلاقی نیمس�از زاویۀ O′′ از طرف دیگر اگر 
باشد، آن‌گاه با توجه به داده‌های روی شکل می‌توان نوشت

 
O O AO
C A AÂ]nIi ¾â Ä»Hp 

ˆ ˆ ˆˆ
ˆ ˆ: ( )

 ′′ ′′+α+β+ − β= ⇒ =β−α ′′⇒ =
β= + α⇒ = β−α

0 0180 2 180
22 2 2

 A نیمس�از زاویۀ خارجی AD′ در صورت�ی که AD نیمس�از زاویۀ داخلی A و 
باشد با توجه به داده‌های روی شکل می‌توان نوشت

 DADˆ ′α+ β= ⇒α+β= ⇒ =0 0 02 2 180 90 90

77- می‌دانیم هر نقطه روی نیمساز یک زاویه از دو ضلع آن به  ۀنیزگ  	1
یک فاصله اس�ت. پس نقطۀ همرس�ی نیمس�ازهای هر مثلث از سه ضلع به یک 

فاصله است. بنابراین
 m m m− = − ⇒ =4 2 10 6

−m است. = − =4 6 4 2 در نتیجه فاصلۀ نقطۀ همرسی نیمسازها از ضلع بزرگ‌تر برابر
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