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مساله   راهبرد حل 
  

 كنيم ترتيب زير عمل مي باشد، به و يك دايره مي در حل سؤالات مبحث مفاهيم اوليه كه عموماً مرتبط با بررسي وضعيت يك خط: 

  

1   . (OH)دست آوردن فاصلة خط تا مركز دايرة مذكور به  مرحلۀ

2   .(R)بة طول شعاع دايرهمحاس  مرحلۀ

3   .مقايسة فاصلة خط تا مركز دايره با طول شعاع دايره  مرحلۀ

4   مرحلۀ

OHخط و دايره هيچ نقطة مشتركي ندارند R   

OHاند خط و دايره در يك نقطه مشترك R   

OHاند خط و دايره در دو نقطه مشترك R   

  

 كنيم ترتيب زير عمل مي در حل سؤالات مبحث زاوية مركزي عموماً به:  

1   رجوع به تعريف زاوية مركزي  مرحلۀ

2   هاي متناظر با اين زوايا مشخص نمودن زواياي مركزي و كمان  مرحلۀ

3   )يا بالعكس(ها  كمان ةمحاسبة زوايا با استفاده از انداز  مرحلۀ

  

  

  .هستندشعاع دايره با ضمناً به اين نكته توجه داشته باشيد كه اضلاع زاوية مركزي با يكديگر مساوي و برابر 

 در ريز ةيقض و داشت توجه هاآن متناظر يوترها وهاكماننيبارتباطبهديبام،يهستروروبهوتركيطول محاسبة با كه يسؤالاتدر
 .است يكاربرد اريبس سؤالات نيا حل روند

نه	ته

شعاع يك دايره بر خط مماس بر دايره  آن براي شما واجب است اين است كهشود و دانستنموضوع ديگري كه جز مفاهيم اوليه شمرده مي
 .نقطة تماس عمود است رد

نه	ته

 .بالعكسوبرابرندهمبايمساووتردورينظ يها كمان ،رهيدا كيدر

قض�ه

H
R

  سينا محمدپور: هاي اين فصل هاي تأليفي و انتخاب سؤال مؤلف درس، سؤال  ها در دايره مفاهيم اوليه و زاويه
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 كنيم ترتيب زير عمل مي زاوية محاطي در اين كتاب، عموماً به ثدر حل سؤالات مبح:  

1   محاطي رجوع به تعريف زاوية  مرحلۀ

2   رو به اين زوايا هاي روبه مشخص نمودن زواياي محاطي و كمان  مرحلۀ

3   )يا بالعكس(ها  محاسبة زوايا با استفاده از اندازة كمان  مرحلۀ

  

 كنيم ترتيب زير عمل مي در حل سؤالات مبحث زاوية ظلي، عموماً به:  

1   زاوية ظلي تعريفرجوع به   مرحلۀ

2   رو به اين زوايا هاي روبه ي ظلي و كمانمشخص نمودن زوايا  مرحلۀ

3   )يا بالعكس(ها  محاسبة زوايا با استفاده از اندازة كمان  مرحلۀ

  

  

 كنيم مي ترتيب زير عمل  در حل سؤالات مبحث زاوية بين دو وتر، عموماً به: 

  

1   .هاي مرتبط با اين زوايا مشخص نمودن زوايا و كمان  مرحلۀ

2   )يا بالعكس(ها  ايا با استفاده از اندازة كمانمحاسبة زو  مرحلۀ

  .البته توجه به اين نكته كه زاوية ايجاد شده، حاصل از برخورد وترها درون دايره است يا بيرون دايره، الزامي است

  

  

 .ديباش داشته دقت اند، نموده جدا رهيدا يرو وتر دو كه ييهاكمانبهروروبهيمركزويظل،يمحاطيايزوابهمبحث، نيا يبيترك سؤالات حلدر

نه	ته

 .ديباشداشته دقت كمان كيبهروروبهيظلويمحاطةيزاونيبارتباطبهمبحث،نيا يبيترك سؤالات حلدر

نه	ته

 .ديباش داشته دقت كمان،كيبهروروبهيمحاطويمركززاويةنيبارتباطبه مبحث نيا سؤالات حلدر

نه	ته
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  ها در دايره مفاهيم اوليه و زاويه.  1  

  

  مفاهيم اوليه
 مرجع

  كتاب درسي 11تا  10 هاي مرتبط با صفحه  )با رسم شكل توضيح دهيد(توانند داشته باشند؟  ايره نسبت به هم چه وضعيتي مييك خط و يك د1.

  

  .زير را تكميل كنيد ةمناسب، گزار ةبا انتخاب گزين2.
  .شود خط بر دايره مماس است اصطلاحاً گفته مي ………………در حالتي كه خط و دايره

  .تنها در يك نقطه مشترك باشند) ب  .داشته باشنداشتراكي ن ةهيچ نقط) الف

  كتاب درسي 11تا  10 هاي صفحهمرتبط با 

  

  .جاهاي خالي را با عبارات مناسب پر كنيد3.
در اين حالت . نامند مي ……………اگر خط و دايره دو نقطة اشتراك داشته باشند، خط و دايره را ) الف

  .ناميم مي ……………خط را نسبت به دايره 
؛ اگر و تنها اگر اين خط بر شعاع دايره در نقطة تماس  ……………صفحه، يك خط و دايره بر هم  در) ب

  .عمود باشد

  كتاب درسي 11تا  10 هاي صفحهمرتبط با 

  

  
  ها در دايره هزاوي

 
  .هاي زير را تعريف كنيد واژه4.

  وتر دايره) ب    مركزي ةزاوي) الف
  كتاب درسي 13تا  11 هاي صفحهمرتبط با 

  

  .هاي زير را مشخص كنيد هاي مربوطه، طول كمان با توجه به شكل و اندازه5.
  ABطول) الف
Aطول) ب B1 1  
  

كتاب  13صفحة  2كاردركلاس مرتبط با 
  درسي

  

C(Oدايرةمركزي قطاعي از  زاويةاگر 6. , R)  برحسب درجه مساوي باشد:  
R: برابر است با ABنشان دهيد طول كمان) الف

L


 180.  
اگر) ب  30  وR 1 باشد، طول كمانAB دست آوريد را به. 

  كتاب درسي 13تا  11 هاي هبا صفح مرتبط

  

 .دست آوريد با توجه به شكل مقابل، مساحت قطاع هاشورخورده را به7.

  2مرتبط با كار در كلاس 
  كتاب درسي 13صفحة 

  

   .با هم برابرند ،هاي نظير دو وتر مساوي كمان ،در يك دايره ثابت كنيد8.
  

   95ـ نوبت شهريور امتحان نهايي 
  كتاب درسي 14تا  11ي ها مرتبط با صفحه

هاي نظير آن وتر را  هر دايره، قطر عمود بر هر وتر، آن وتر و كمان درثابت كنيد 9.
  انيجبار ديشه ييامنا اتيه - مشهد  .كند نصف مي

  )تكرار 7(
  كتاب درسي 13صفحة  3مرتبط با فعاليت 

A
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B
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,C(Oةرو اگر در داير شكل روبه با توجه به10. )10،OP   APگاه طول باشد، آن 6
  .آوريددست  را به AB و
  
  

   93ـ نوبت دي امتحان نهايي 
  كتاب درسي 13تا  11هاي  مرتبط با صفحه

  

كند بر آن وتر  آن وصل مي ثابت كنيد در هر دايره، خطي كه مركز دايره را به وسط كمان نظير يك وتر از11.
  .عمود است

  نينو روش -يزد
  )تكرار 5(

  كتاب درسي 13تا  11مرتبط با صفحة 

  شهداي هفتم تير –تهران   .تر است تر است به مركز دايره نزديك از دو وتر نابرابر، آن كه بزرگ ،ثابت كنيد در يك دايره12.
  )تكرار 14(
  كتاب درسي 17صفحة  8مرتبط با تمرين 

بر وتري است كه  توان رسم كرد، ر درون يك دايره ميترين وتري كه از يك نقطه واقع د ت كنيد كوچكثاب13.
  .قطر گذرنده از آن نقطه، عمود است

  فاطميه –تهران 
  )تكرار 6(
  كتاب درسي 13تا  11 هاي  مرتبط با صفحه

OMدر شكل مقابل،14.  ,C(Oو 3  Mنقطة ترين وتري كه از  كوتاه ة، انداز5(
  .گذرد را بيابيد مي

  
  

  

  كتاب درسي 13تا  11 هاي همرتبط با صفح

  

  ياستان هماهنگ -كرمانشاه  .اند در يك دايره، وترهاي مساوي از مركز دايره به يك فاصلهثابت كنيد 15.
  )تكرار 8(

  كتاب درسي 13تا  11 هاي هصفحمرتبط با 

  كتاب درسي 12 با صفحة مرتبط  .زاوية محاطي را تعريف كنيد16.

  يجعفر علامه يدولت نمونه - قزوين  .روي آن است نصف كمان روبهبا محاطي برابر  ةهر زاوي ةثابت كنيد انداز17.
  )تكرار 12(

  كتاب درسي 14تا  11 هاي با صفحه مرتبط

  95نوبت دي  - امتحان نهايي   .است 180هاي داخلي هر مثلث يد مجموع زاويهمحاطي، نشان ده ةبا استفاده از تعريف زاوي18.
  )تكرار 8(

  كتاب درسي 12مرتبط با صفحة 

CA، داريمCIو به قطر Oدر دايره به مركز 19. ON. ثابت كنيد  AN NI.  
  
  
  

  علم پژوهندگان -البرز
  )تكرار 5( 
  كتاب درسي 14تا  11 هاي همرتبط با صفح

  

  .دست آوريد را به yو xهاي زاويه ةدر شكل زير انداز20.
  
  
  
  

  غيردولتي ارديبهشت –تهران 
  )تكرار 4( 

  كتاب درسي 14تا  11 هاي صفحهمرتبط با 
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با . استمتر داده شده  سانتي 2طول به ABوتر. است مفروض C(O,R)ةداير21.
اگر ،توجه به شكل 45AMB   گاه مطلوب است محاسبة آن ،باشد:  

  رهشعاع داي) الف
   ABمركز دايره از وتر ةفاصل) ب
  

  يثان ديشه - گرمسار
  )تكرار 3(
  كتاب درسي 14تا  11هاي  مرتبط با صفحه

  

اگر ،Oدر دايره به مركز22. 3 12AOC ( )    وABC ( )   16 باشد، 
  .را تعيين كنيد ABCو محاطي AOCهاي مركزي زاويه ةو انداز  مقدار

  
  
  

  غيردولتي نداي آزادي –تهران 
  )تكرار 3( 

  كتاب درسي 14تا  11 هاي صفحهمرتبط با 

  .ا هم برابرندهاي محصور بين دو وتر موازي ب ثابت كنيد در هر دايره كمان23.
  
  
  

  ختگانيفره -  كهنوج
  )تكرار 3(

   1مرتبط با كار در كلاس
  كتاب درسي 15صفحة  

. اند بر روي يك دايره واقع AMINدر شكل مقابل، تمامي رئوس چهارضلعي 24.
AMاگر NI گاه ثابت كنيد  آن ،باشدAN MI.  

  
 

  غيردولتي سما –تهران 
  )تكرار 4(

   كتاب درسي 14تا  11هاي  صفحهمرتبط با 

ABرو در شكل روبه25. AC در اين صورت. باشد مي:  
yاگر) الف  160آنگاه ،x̂ دست آوريد را به.  
x̂اگر) ب  130 كمان ة باشد، اندازy

 دست آوريد را به.   
  
  

  يمطهر ديشه يدولت نمونه –اراك 
  )تكرار 3( 

  كتاب درسي 14تا  11 هاي صفحهمرتبط با 

  

هاي  الاضلاع است و نقطه يك متوازي DIANرو چهارضلعي در شكل روبه26.
A ،I وM ثابت كنيد . بر يك خط راست قرار دارندDM DI.  
  
  

  ياستان هماهنگ - رم آبادخ
  )تكرار 6(

  كتاب درسي 14تا  11 هاي همرتبط با صفح

ADدر شكل مقابل اگر27. BC اشد، ثابت كنيدبAC BD.  
  
  
  

  رشد نمونه -سمنان 
  )تكرار 6(

  كتاب درسي 14تا  11 هاي همرتبط با صفح

، مقـدار  ABCموازي است، در مثلـث  CDبا قطر ABدر شكل زير، وتر28.
 A B دست آوريد را به.  

  
  

  كتاب درسي 14تا  11هاي  مرتبط با صفحه
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  .دست آوريد را به xبا توجه به شكل،29.
  
  
  
  

  غيردولتي ارديبهشت -  تهران
  )تكرار 5(
  كتاب درسي 14تا  11هاي  مرتبط با صفحه

  

  .را در شكل زير تعيين كنيد yو xاندازة30.
  
  
  
  

  كتاب درسي 14تا  11هاي  مرتبط با صفحه

BACاگر. روي محيط يك دايره قرار دارند Dو A،B،Cنقاط31.  70 و 
BD نيمساز زاويةB باشد، حاصل BAD ABD  دست آوريد را به. 

  كتاب درسي 14تا  11هاي  مرتبط با صفحه

EFدر شكل زير، 32.  110 ،AB  60 ،CD  130 ،CD BE  و
AB FC زاوية. باشد مي FCD است؟ قدر چه  

  
  
  

  نور غيردولتي -  تهران
  )تكرار 4(
  كتاب درسي 14تا  11هاي  مرتبط با صفحه

  

ABدايره است و ز نيممرك O،مقابل در شكل33. CD. اندازة كمانCD 
  .دست آوريد را به

  

   4مرتبط با تمرين 
  كتاب درسي 17صفحة 

. اند موازي BDو ACقطري از دايره است و وترهاي ABدر شكل مقابل،34.
ACثابت كنيد  BD.  

  
  

   5مرتبط با تمرين 
  كتاب درسي 17صفحة 

  .با انتخاب گزينة مناسب، جملة زير را تكميل كنيد35.
اي كه رأس آن روي دايره قرار دارد و يكي از اضلاع آن مماس بر دايره و ضلع ديگر آن شامل وتري از  زاويه

  .شود ناميده مي …………زاوية  دايره باشد،
 محاطي) ب  ظلي) الف

  كتاب درسي 15تا  11 هاي صفحهمرتبط با 

  

  عصريول نمونه -بناب  .استروي آن  اوية ظلي برابر نصف كمان روبهثابت كنيد اندازة هر ز36.
  )تكرار 11(
  كتاب درسي 15تا  11هاي  مرتبط با صفحه
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)مساوي ATxظلي ةزاوي ةاگر انداز37. ) 2  ATكمان ةو انداز 6
)برابر )  3   .را بيابيد ATxو اندازة زاوية باشد، مقدار  33

  
  
  

   چمران يدولت نمونه
  )تكرار 2(
  كتاب درسي 15تا  11ايه مرتبط با صفحه

  

ABرو،  در شكل روبه38. AC ،CT  مماس بر دايره در نقطـةC و  
AC  140 اندازة زاوية. است BCT را بيابيد.  

  
  
  

  96 دخردا – امتحان نهايي
  )تكرار 4(
  كتاب درسي 15تا  11هاي  مرتبط با صفحه

  

به كمك . شده است داده Oمركز به اي دايره در TABظلي ةزاوي 39.
  :د كهرسم شده است ثابت كني ATكه موازي خط مماس BBخط 

 AB
TAB  2  

  

  ياستان هماهنگ- خرم آباد
  )تكرار 3(
  كتاب درسي 15تا  11هاي  مرتبط با صفحه

زاوية بين دو . ده است، دو مماس بر آن دايره رسم ش3اي به شعاع مركز دايره از 6ةبه فاصل Aاز نقطة 40.
 .دست آوريد مماس را به

  كتاب درسي 15تا  11هاي  مرتبط با صفحه

ACاگر41. BC وAOB  60رديگاه مقا ، آنx وy را بيابيد.  
  
  

  

  تاب درسيك 15تا  11هاي  مرتبط با صفحه

از دايره را  BBمماس است، وتر (C)بر دايرة Aدر نقطة XYخط42.
: ثابت كنيد. ايم رسم كرده XYموازي AB AB.  

  
  
  

  93شهريور  -امتحان نهايي
  )تكرار 4( 
  كتاب درسي 15تا  11هاي  مرتبط با صفحه

  

دايره را در  BCخط. اند مساوي ABو وتر ACدر شكل زير مماس43.
  .استالساقين  متساوي ADCكنيد مثلثثابت . قطع كرده است Dنقطة

  
  
  

  فرزانگان - شيراز
  )تكرار 5(
  كتاب درسي 15تا  11هاي  مرتبط با صفحه

O

T

A

x

O

A

B

B�

T

A

B C

T

140°

O
A

B

C

x

y

X Y
A

B

O

B�

(C)

A

B

C

D
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.44x وy هاي زير تعيين كنيد را در هريك از شكل.  

)الف

A

L

B

05 °

120°

x

 )    ب  

  )س(حضرت زهرا - نهران
  )تكرار 5(
  كتاب درسي 15تا  11هاي  مرتبط با صفحه

  

با استفاده از . داده شده است Oزاوية ظلي در دايرة به مركز45.

ويژگي قطر عمود بر وتر، ثابت كنيد كه  AB
TAB  2.  

  
  

  ملاصدرا - شير عجب
  )تكرار 4(
  درسي كتاب 15تا  11هاي  مرتبط با صفحه

  

 .را پيدا كنيد yو xهاي زير در شكل46.

O)الف

A

B

C

07 °

x

)    ب  

A

B
C

x4

y

x
�

2

1
0

x �3 5

T

  

  عمارياسر - گرگان
  )تكرار 3(
  كتاب درسي 15تا  11هاي  مرتبط با صفحه

  

PTاگر. قطر دايره است ABبوده وبر دايره مماس  PTو PTدر شكل زير47. BT  باشد، آنگاه اندازة
  .دست آوريد را به TATكمان

  كتاب درسي 15تا  11هاي  مرتبط با صفحه

  .در شكل مقابل ثابت كنيد48.

  
 

2
A B AB

M
  

  
  
  
  

  ختگانيفره يفاعرانتيغ - مشهد
  )تكرار 10(

   1مرتبط با فعاليت 
  كتاب درسي 15صفحة 

  

Aو  درجه 40و 60ترتيب به CEو BDهاي در شكل زير، كمان49.  60 
  يجعفر علامه يدولت نمونه - قزوين  .را بيابيد yو x.است

  )تكرار 4(
  كتاب درسي 16تا  11 هاي صفحهمرتبط با 

  

ثابت كنيد اندازه زاوية بين دو وتر متقاطع درون دايره برابر است با نصف 50.
يه و امتداد اضلاع زاويه اوهايي از دايره كه به اضلاع ز مجموع اندازة كمان

يعني محدودند،  AA BB
M

 
 2.  

  ثابت ملك يدولت نمونه -يزد
  )تكرار 10(

   2مرتبط با فعاليت 
  كتاب درسي 16صفحة 

  

B�

�A

A

B

M

A

B

C

D

E

x

y

04 °

60°

06 °

A

TO

B
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  .را بيابيد yو xمقادير. عمود است ABبر وتر CDدر شكل مقابل قطر51.
  
  
  
  

  سرزمين پارس - تهران
  )تكرار 7(

  كتاب درسي 16تا  11 هاي همرتبط با صفح

  

ه را در دايراز اين  AB، امتداد وترTةدر نقط (C)ةخط مماس بر داير52.

:ثابت كنيد. قطع كرده است Mنقطة  AT BT
AMT


 2.   

  
  

   1مرتبط با تمرين 
  كتاب درسي 16صفحة 

  

 نقطةدر  ABو امتداد وتر  Tخط مماس بر دايره در نقطة 53.
M با فرض. ندا متقاطع TB a ،BA b ،AT c  و

a b c
 1 4   .را تعيين كنيد Mاندازة زاوية .5

  

  94خرداد  -امتحان نهايي
  )تكرار 6(

  كتاب درسي 16تا  11 هاي همرتبط با صفح

  

خارج  Aثابت كنيد زاوية بين دو خط مماس رسم شده از نقطة54.
AT)دايره بر آن , AT)  برابر قدرمطلق نصف تفاضل دو كمان

  .است Tو Tايجاد شده بين نقاط

  TBT TCT
TAT

   2  

   1مرتبط با تمرين 
  كتاب درسي 16صفحة 

  

.55x وy را بيابيد.  
  
  
  
  

  آيت االله سعيدي - تهران 
  )تكرار 5(

  كتاب درسي 17تا  11هاي  صفحهمرتبط با 

xدر شكل زير56.
 وy

 با ذكر دليل. (دست آوريد را به(  
  
  
  

  يثان ديشه - گرمسار
  )تكرار 4(

  كتاب درسي 17تا  11 هاي همرتبط با صفح

  

Aمركز دايره و Oدر شكل زير،57.  1   است؟چند درجه  AEكمان. است 56
1(68   2(66   

3(64   4(64   
  
 

  )س(حضرت زهرا  - تهران
  )تكرار 2(

  كتاب درسي 17تا  11 هاي همرتبط با صفح

  

A B

C

D

O
M

y°

( x )� °3 10

°2x

T

O

A

B

M
a

b

c

O

A

B

T

C

�T

P

A

Q

xy
°62

°20
A

B

C

D

E

x

y80°

M
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اگر. بر دايره مماس است Tةدر نقط MTدر شكل زير58. 60M   
bو  100 هاي باشد، اندازه كمانa وc دست آوريد را به.  
  
  

 

  يآذر نمونه -تبريز
  )تكرار 5(

  كتاب درسي 17تا  11 هاي همرتبط با صفح

  

  .را تعيين كنيد BMIو اندازة زاوية x، در شكل زير59.
  
  
  
  

  رضوان - تهران
  )تكرار 4(

  كتاب درسي 17تا  11 هاي صفحهمرتبط با 

  

  .دست آوريد هاي خواسته شده را به در هر شكل، اندازه60.
   D)الف    AB)الف
   AD)ب     1O)ب
   ABC)ج     A)ج
 

  كتاب درسي 17تا  11هاي  صفحهمرتبط با 

  

  .)مماس بر دايره هستند MQو  MP (.را بيابيد yو xدر شكل مقابل61.
  
  
  

  دنژاديجمش دكتر يدولت نه نمو -آمل

  )تكرار 4(
  كتاب درسي 17تا  11 هاي همرتبط با صفح

  

در شــكل مقابــل 62.
   BD AB MD AM

  1 2 3  انــدازة زاويــة 4
MCB چند درجه است؟  

  
  

  كتاب درسي 17تا  11 هاي همرتبط با صفح

  

. مركز دايره است Oو ATمساوي PTدر شكل مقابل مماس63.
  چند درجه است؟ Pاندازة زاوية

  
  

  كتاب درسي 17تا  11صفحة  مرتبط با

  

و  (MT. دست آوريد را در شكل مقابل به tو  x ،y ،zمقادير64.
MT مماس بر دايره و 62(M    

  
  
  

  كتاب درسي 17تا  11 هاي صفحهمرتبط با 

  

A

B
c

T

a

b

O

M

B A

M N

I

O

( x )� �6 28

( x )� �9 17

( x )� �10 10

A

B

C

DO

°70

°30

A

Q
B

P

M
N

x y
°62

°70
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.را بيابيد yو xدر شكل مقابل65. 2(TBC TAC)    
  
  

  

  كتاب درسي 15تا  11هاي  مرتبط با صفحه

مقدار . باشد مي EFوسط كمان Cدر شكل زير،66. BME BAC را بيابيد.  
  

  كتاب درسي 17تا  11هاي  مرتبط با صفحه

ABمقابل، شكل در67. DCهاي كمان ة، اندازx وy  ست د بهرا
  .آوريد

  
  
  

  كتاب درسي 17تا  11هاي  مرتبط با صفحه

  

  .دست آوريد را به در شكل مقابل اندازة زاوية 68.
  
  
  

 

   2مرتبط با تمرين 
  كتاب درسي 17صفحة 

اندازة . اند دايره مماس بر Cو Bهاي در شكل مقابل، اضلاع زاويه69.
  چند درجه است؟ Aزاوية

  
  

  

   3مرتبط با تمرين 
  كتاب درسي 17صفحة 

است و بر اين خط مماس هستند،  Rهايي كه شعاع آنها مقدار ثابت  مركزهاي همة دايره. مفروض است dخط70.
  دارد؟ dشكل چه وضعيتي نسبت بهروي چه شكلي قرار دارند؟ اين 

  كتاب درسي 11و  10هاي  مرتبط با صفحه

در خارج دايره خطي  Mاز نقطة. مفروض است C(O,R)دايرة71.
قطع كرده است  Bو Aقطةنايم كه دايره را در دو  چنان رسم كرده

MAو R .نشان دهيد :  3.   6مرتبط با تمرين   
  كتاب درسي 17صفحة 

و شـعاع   nتوان رسم كرد كه مركز آن روي خـط  چه تعداد دايره مي. ندا متقاطع Aدر نقطة nو mدو خط72.
  )با ذكر دليل. (مماس باشد mمتر بوده و بر خط سانتي 2آن 

   سيكتاب در 11و  10هاي  مرتبط با صفحه

A

B
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E

F

M

A

B

C D

ME

�

°91

°31

B
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مساله    راهبرد حل 

 كنيم هاي متقاطع از روابطي كه به تفكيك در زير آمده استفاده مي در حل سؤالات مربوط به روابط طولي وترها و مماس:  

  :كنند وتر درون دايره يكديگر را قطع مي ود  1

MA MB MC MD    

  

  :كنند وتر بيرون از دايره يكديگر را قطع ميدو   2

MA MB MC MD    

  

  :كنند خط مماس بر دايره و امتداد يك وتر، يكديگر را قطع مي  3

MT MA MB 2  

  

 در حل سؤالات مربوط به رسم مماس بر دايره بايد به نكات زير توجه كنيم:  

  .كش و پرگار را مطالعه كنيد از خطاي بيرون از آن تنها با استفاده  روش رسم خط مماس بر دايره از نقطه  1

  .هاي مرسوم به يك دايره از هر نقطه خارج آن با هم برابرند استفاده از اين قضيه كه مماس  2

MT MT  

  

ي طـولي در دايـره بسـيار    هـا   هطور كلي براي حل سؤالات مربوط به رابط تنها در حل سؤالات اين مبحث بلكه به استفاده از قضية فيثاغورس نه  3

  .كاربردي است

 كنيم ترتيب زير عمل مي ها عموماً به هاي دو دايره نسبت به هم و مماس مشترك در حل سؤالات مبحث حالت:  

1   المركزين آنها هاي دو دايره و خط مشخص نمودن شعاع  مرحلۀ

3   المركزين ها و خط محاسبة طول شعاع  مرحلۀ

3   .المركزين هاي دو دايره با طول خط طول شعاع مقايسة حاصل جمع و همچنين قدرمطلق تفاضل  مرحلۀ

A

B

C

D

M

AB

C

D

M

A

B

M

T

  هاي طولي در دايره رابطه

M

T

T�
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Cو C(O,R)هايي كه دو دايرة حالت (O , R )   با فرضOO d  توانند نسبت به هم داشته باشند، به قرار زير است مي:  
     

d  )متخارج(برون هم  ةدو داير R R   O�O

R�R

  

d  مماس برون ةدو داير R R   O�O

R�

R

  

  متقاطع ةدو داير
  R R d R R      

O�O

R�R

  

d  مماس درون ةدو داير R R   
O� O

R�

R

  

d  دو دايرة متداخل R R   

  

d  مركز هم ةدو داير 0  O�O

  
  

  

اند،  در حل سؤالات مربوط به طول مماس مشترك داخلي و خارجي دو دايره از روابط زير كه با استفاده از قضية فيثاغورس حاصل شده
  :كنيم استفاده مي

,C(Oطــول ممــاس مشــترك خــارجي دو دايــرة 1 R)و
C (O , R )   با فرضOO d  به قرار زير است:  

TT d (R R )   2 2  

 

  :طول مماس مشترك داخلي دو دايره 2
  

TT d (R R )   2 2  

O R�

R
O�

  
 

نه	ته
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توانند  كنيد، اين دو نسبت به هم مي مي طور كه در شكل مشاهده همان .1
  :حالت داشته باشند 3

O

d
1

d
2

d
3H1 H2

H3

  
اشتراكي نداشته باشند؛ اين حالت  ةخط و دايره هيچ نقط :1حالت 
خط از مركز دايره بيشتر از شعاع دايره  ةدهد كه فاصل رخ مي زماني
d1( 1OHخط. (باشد R    

خط و دايره تنها در يك نقطه مشترك باشند؛ اين حالت  :2حالت 
. خط تا مركز دايره با شعاع دايره برابر باشد ةدهد كه فاصل زماني رخ مي

d2( OHخط( R2  
ن حالت زماني اشتراك داشته باشند؛ اي ةخط و دايره دو نقط :3حالت 
. خط از مركز دايره كمتر از شعاع دايره باشد ةدهد كه فاصل رخ مي

d3( OHخط( R3  
  

كه خط و دايره تنها در يك نقطه مشترك باشند، اصطلاحاً  در حالتي .2
صحيح » ب« ةبنابراين گزين. شود خط بر دايره مماس است گفته مي

  .ستا
  

  متقاطع ـ قاطع) الف .3
  .ندا مماس) ب

  
  .اي است كه رأس آن بر مركز دايره واقع است زاويه) الف .4

  .خطي كه دو سر آن روي دايره باشد پاره) ب
  

5.   


360

·Iμ¨ à½pHkº H ·Iμ¨ ­¼ö
½oÄHj ôÃd¶  







AB
AB

A B
A B


   

 


   


1 1
1 1

60 2
360 4 3

60 4
360 8 3

­¼öþ²H) ­¼ö

­¼öJ) ­¼ö

  

  
است،  360ةكه محيط دايره يك كمان به انداز با توجه به اين) الف .6

  :لذا داريم
AB AB


360

·Iμ¨ ½à pHkº H ·Iμ¨ ­¼ö
½oÄHj ôÃd¶   

L R
L

R

 
    

360 2 180   

O

A

B
�

L

  
  )ب

( )
, R L ( )

        130 1 30180 6   

  
و  آن قطاع برابر كه زاوية مركزي از دايره قطاعي دانيم مساحت مي .7

  :شود باشد، از رابطة زير محاسبه مي Rشعاع آن برابر

O

A

B
2

06 °

2

  
R

S
 

2

360   
  :لذا داريم

( ) ( )
S 

 
22 60 2

360 3n¼{IÀ ÌIõ¤
½jn¼i

  

  
  :با توجه به برابري وترهاي مربوطه داريم .8

A

B

C

D

1 2

O

  
OA OC

OB OD OAB OCD

AB CD


   
 

 
   

   : O O AB CD  1   اي متناظراجز 2
  

9.   

O

A

B

D
H

E
2

1

  

  90

OA OB

OH OH OHA OHB

OHA OHB


   
   

 
   

   

AH BH AB

O O AE BE

   
    1 2

1
 اجزاي  2

ظرمتنا

شعاع دايره
 مشترك

)ض ض ض(

)وتر و يك ضلع(

 :پاسخ تشريحي
 سينا محمدپور  دايره. 1
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10.   

A

B

O

P

  
فيثاغورس در مثلث  ةو استفاده از رابط OAابتدا با رسم شعاع

  :داريم OPAةالزاوي قائم
OA
OP

OP AP OA AP



    102 2 2 2 2 2
6 6 10   

AP AP   2 64 8  
ذشته و بر وتري از دايره دانيم خطي كه از مركز دايره گ از طرفي مي

  :بنابراين. كند ، آن وتر را نصف ميباشدعمود 
AP PB AB AP AB      2 2 8 16   

  
11.   

O

A BM
1 2

  
توان نتيجه  قرار دارد، مي ABوسط  Mةكه نقط با توجه به اين

  :گرفت كه

( )
OA OB R

OM OM AMO BMO

AM BM

 
   
 

ÆÆÆ  
   

 M M 1 2  
دانيم؛ از طرفي مي M M  1 2   :بنابراين. 180

 M M  1 2 90   
  

12.   
A

B

O
H

H�
B�

�A

  
فيثاغورس در دو  ةو استفاده از قضي OAو OAهاي با رسم شعاع

OHو OHAةالزاوي مثلث قائم A  داريم:  
AB

OH AH OA OH ( ) OA    2 2 2 2 2 2
2   

AB
OH r ( )  

22 2 14  

A B
OH A H OA OH OA

            
 

2
2 2 2 2 2

2   

A B
OH r ( )

 
  

22 2 24  

)ةرابط با مقايسه )و 1(   :داريم 2(
AB A B

OH OH
 

  
2 22 2

4 4   

A B AB
OH OH

 
   

2 22 2
4 4  

ABحال اگر A B  شود آنگاه سمت راست تساوي منفي مي .
  :در نتيجه. بنابراين سمت چپ نيز بايد همين علامت را داشته باشد

OH OH OH OH OH OH       2 2 2 20   
  .تر است بنابراين وتري كه بزرگتر است، به مركز دايره نزديك

  
13.   

A

B

C
D

M H
O

  
. عمود است Mبر قطر گذرنده از Mةدر نقط ABبق شكل وترمطا
از هر وتر ديگري كه از  ABثابت كنيم كه وتر كافيست حال
را  CD اين كار وتر دلخواه براي .است تر كوتاه گذرد مي Mةنقط
  :گذرانيم، داريم مي Mاز

OM OM OH  وتر مثلثOMH :


   
  :دست آورديم، داريم به 12در سؤال  اي كه حال بنا بر رابطه

CD AB    

  

14.   

A BM

O

3
5

  
گذرد، وتري است كه در  مي Mةترين وتري كه از نقط دانيم كوتاه مي

 ةحال با رسم اين وتر و استفاده از رابط. عمود باشد OMاين نقطه بر

  :فيثاغورس داريم

OM AM OA  2 2 OMAالزاويه قائم 2 :


   

2 2 23 5 4AM AM       

  :كند، بنابراين را نصف مي AB، وترOMاز طرفي

  AM MB AB AM AB      2 2 4 8   
  

به مركز دايره CDوتر
 تر است نزديك
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15.   
A

B

C

D

H

O

H�

  

 

AB CD
AB CD AH CH

OA OC

OHA OH C

     

 
    

2 2

90
   

OHA OH C OH OH    
 

   
  

  .ره و اضلاع آن شامل دو وتر از دايره باشداي است كه رأس آن روي داي زاويه .16
  

17.   
A

B

C

D

O

  
 

 

   

OA OC ACD AOD

OB OC DCB DOB

AOB AOD DOB AB

   

   


   

1
2
1
2  

   AB
ACD DCB ACB    2  

اي باشند كه قطر دايره درون  گونه  كه اضلاع زاويه به درحالتي: توجه

  .گيرد زاويه قرار نگيرد نيز اثبات مشابه همين حالت صورت مي

  

18.   
A

B C

  

 

 

 

     

BC
A

AC BC AC AB
B A B C

AB
C








         


 


2
360 1802 2 2

2
  

19.   

O
C

A N

I

  
 

 

 

2

ON CA NOI ACI

NOI NI

AI
ACI

  

 







   

   22
AIˆ ˆNOI ACI NI AI NI      

    2AN NI NI AN NI      

  

20.   

  AB BC CA x x x        360 2 4 3 360   

x x     9 360 40  

 BC x
BAC y y y      

4 802 2   

  

21.   

A
B

M

45°

O

H 

  )الف

OA AB 
2

شعاع دايره 2 090
OA OB

AOB

 


   

  
2 2 12   

2  )ب 2 212 2 2OH OA OH       

  

 اجزاي
متناظر

)وتر و يك ضلع(
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22.      AOC ABC ( )       2 3 12 2 16 20   




AOC ( )

ABC

     
   

3 20 12 72
20 16 36

   

  

23.   

A
B

A� B�

1

1

  
 

 

 

 

AB A B A B

BB
A AA BB

AA
B

    

     


  

1 1

1

1

2

2



   

  
24.   

O

N A

I M

1

1

  
 



 



AM NI AM NI

AM
I A I AN MI

NI
A

   

    

 

1 1 1

1

2

2

     

  
25.   

A

B

O

x

y

C
  

  )الف
 



  

AB AC AB AC y

x BC

AB AC BC

      

 


   

160

360
   

ˆx x     320 360 40   
  
  
  

  )ب


  
x̂ BC

y
AB AC BC


 



       
  

130 130 130 2 360
360

   

02 230 115y y       
  

26.   

N

D

M

A

I

  


 

  

DI NA I NAM

DN IA N NAM

AD
M N

  

  


 
 2



   

M I M DI : DM DI


      
  

27.   

A B

CD

1
2

1
2

  
 

 

 

  

 

AD BC AD BC

BC
A

A BAD
B

CD
A B

   




  
 


  


1

1 1
1

2 2

2

2

2

   

     A A B B A B     1 2 1 2   
 BCD ADC AC BD      

  
28.   

A B

C D
O

1

1

  
 

 

  

AB CD B C

BD
C

BD DC
A

  


 


 

1 1

1 2

2



   

    CD
A B A C      1 1 902  
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 ADEهاي ترتيب زواياي خارجي مثلث به BCDˆو  CDFˆزواياي  .29
  :بنابراين. باشند مي FCDو 

  

  
3 4

2 4 6
CDF A E x x x

BCD F CDF x x x

     


    
   

A
B

C
D

F

E

x2

x3 x

  

  :از طرفي داريم   
1802 2

BCD BAD
A BCD       

x x x x      3 6 9 180 20   

  
30.   

A

B C

D

M

x

y

125°

O

  
 BC

BAC x


   
180 902 2   

   
125 902 2 2

AB BC AB
AMC          

AB  70   
  :از طرفي داريم

   AMC BAC AB
ABC


 2 2   

ABC
  

   
180 70 552  

  
31.    BD DBC DBA AD CD     نيمساز زاويةB است.  

  :پردازيم حال به محاسبة عبارت خواسته شده مي

     BCD AD
BAD ABD  2 2   

       

2 2 2
BC CD AD BC

BAD ABD


      

     BC
BAD ABD BAC     702   

A

B C

D

70°

  
  

  :صورت با توجه به توازي وترهابگيريم، در اين  را برابر AFاگر كمان  .32
 AB CF AF BC      
 CD BE BC ED      

A B

C

DE

F
x

130°110°

°60

  
درجه است،  360هاي دايره برابر با  كه مجموع كمان جايي آنحال از 
  :بنابراين

     AB BC CD DE EF FA      360   
  AB CD EF      3 360  

        60 130 110 3 360   
0 03 60 20 110 20 130FD            

 FED
FCD x


     

130 652 2   

  
  :پس داريم. باشد مي AEOزاوية خارجي مثلث AECدانيم مي .33

    BD
AEC A O AC ( )       1 1 75 75 12   

  :از طرفي داريم

75°

A B

C D

O

E
1

1 1

  
   BD AC

CD AB A D   1 1 2 2
   

 BD AC ( )  2  
) هاي هرابط مقايسةحال با  )و  1(   :داريم 2(

    ( )BD AC
AC AC AC      2 375 752 2 2   

 AC BD     50 50   
   AC BD CD CD         180 50 50 180   
CD   80  
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34.   

A B

C

D

1

1O

  

   CB AD
AC BD A B   1 1 2 2

   

 CB AD ( )  1   
 ACB BDA ( )  180 2   

)روابط ةاكنون با مقايس )و 1(   :داريم 2(
   ( ) ,( ) ACB CB BDA AD   1 2   

 AC BD AC BD      

  
ع آن مماس بر دايره اي كه رأس آن روي دايره قرار دارد و يكي از اضلا زاويه .35

 .شود ظلي ناميده مي ةآن شامل وتري از دايره باشد، زاوي رو ضلع ديگ
  .صحيح است» الف«بنابراين گزينة 

  
36.   

A

B

C

O

D

  
از زاوية ظلي  Aاگر قطري از دايره را رسم كنيم كه شامل نقطة 

CAB باشد، داريم:  





190 2

2

ˆ ˆDAC DAC DBA

BDˆDAB

ˆ ˆ ˆBAC DAC DAB

    

 


 

   

   

2 2 2
BD BA BD BAˆBAC


     

  
37.   

A

T

x
O

 
  :ظلي داريم ةبنا بر تعريف زاوي

   22
TA

ATx TA ATx     

( ) ( )          3 33 2 2 6 45   
ATx ( )     2 45 6 84  
  

38.   
A

B C

T

140°140°

  
 AB AC AB AC    140   

   AB AC BC BC        360 280 360   
BC  80   

  BC
BCT BCT   402   

  
  :وصل كنيم، خواهيم داشت (O)به مركز دايره Aدر صورتي كه از .39

AO AT
AO BB

BB AT

    
   

A

B

O

T

B�

  
Bكمان AOنتيجه قطر در AB پس داريم .كند را نصف مي:  

 

   

 

 2
2 2

AB AB
AB

BAB ABB TAB

AT BB
TAB B

AB

 


  
   
    


Jn¼¶

   

  
OTو  OTAالزاوية  كنيم دو مثلث قائم ابتدا اثبات مي .40 A  با

  :اند يكديگر همنهشت

  
  90

OT OT

OA OA O T A O T A

T T

 
    
   

   

   OAT OAT ( )    
  :حال بنابر فرض مسأله داريم

  OT , OA OT OA   
13 6 2   

)وتر و يك ضلع(
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، نصف وتر 30رو به زاوية  الزاويه، ضلع روبه دانيم كه در مثلث قائم مي

OTالزاوية  بنابراين در مثلث قائم. است و بالعكس A


  :داريم 

    ( )
OAT TAT OAT

     30 2 60   
T

T�

OA

3

  
  

41.   

O
A

B

C

x

y

  
با يكديگر برابرند، بنابراين  BCو ACكه دو وتر جايي آن از

  :اند هاي نظير اين دو وتر نيز با يكديگر مساوي كمان
 AC BC CA CB ( )   1   

 AC
x̂ CA x     ظلي ةزاوي 22

( )
y CB x ( )  1 2 2  

  AOB AB AB   60 مركزي ةويزا  
درجه  360هاي دايره برابر با  كه مجموع كمان حال با توجه به اين

  :است، داريم
  AB AC CB x y        360 60 2 360   

( )
y y      2 60 2 360 2 300  

y x    150 75  

  
42.   

X Y
A

B

O

B�
1

1

  





 

   

AB
A : A

AB ABAB
BB :

ˆ ˆXY BB A B


  

     

   

1 1

11

1 1

2

2


Â±Ë 

ÂöId¶
   

 AB AB   

  
43.   

A

B

C

D

 

  :داريم ABو وتر ACمماس با توجه به برابر بودن
 AB AC C B ( )   1   

  

 
 

AD
: DAC DAC

B DAC ( )
AD

B


  

 
 

2 2

2

Â±Ë  ¾Ä»Hp
  

 ( ) , ( )
DAC C DA DC   1 2   

  .باشد الساقين مي متساوي ADCبنابراين مثلث

  
44.   

  )                       الف
  
  
  
  

  AL
B AL     50 1002   

   AL LB BA BA         360 100 120 360   

 BA
BA x      140 702   

  
  )ب

A

B
C

T
x

y
°

25

O

  
  

 AC || BT A ABT x    25   



كانون فرهنگي آموزش82  )5340: كد(رياضي  يازدهم -2هاي پرتكرار هندسه سؤال       

 BA
x ABT  2   

y BA   50   

  
از . خط مماس بر دايره، در نقطة تماس بر شعاع دايره عمود است .45

يم قطر عمود بر وتر، وتر و كمان متناظر آن را نصف دان طرفي مي
  :پس داريم. كند مي

  
  
  

  
 

 

 

 
 

  
AB

: O
AB

A TAB
O A

O A
A A


 


          

1
1

21
11

1 2

2
90 2
90

Áq¨ o¶  ¾Ä»Hp
   

  
46.   

O)                        الف

A

B

C

07 °

x

  

   BC
BOC BC OAB      70 352   

  :از طرفي داريم
 ˆOAB x x x          90 35 90 55  

)                    ب

A

B
C

x4

y

x �2 10

x �3 5

T

  

   4 202
AB

TBA AB x      

  AC B AC x   2 6 10   
BC x 4   

  :است، داريم 360كه محيط دايره برابر حال با توجه به اين

( x ) ( x ) x x       4 20 6 10 4 360 25   

  4 20 2 102 2
AB x

C y y x


        

y y     50 10 60   

لذا . س در نقطة تماس عمود استدانيم شعاع دايره، بر خط مما مي .47
و  OTPالزاوية  توان ثابت كرد كه دو مثلث قائم راحتي مي به

OT P اند نهشت با يكديگر هم:  

A
B P

T�

T

1

21

2

O

R

R

  

 

OT OT R

OP OP O T P O T P

T T

 
     
    

ــلع  ــك ض ــر و ي  وت

90

   

  
 

 
1 2

1 2

O O
( )

P P

  


   

  :داريمديگر مسأله فرض از طرفي با توجه به 

 

 

 

 

 

1

2 1

21
1

90
2 2

( )

PT || BT PBT P

P OAT
PBT

O P
O AT



  


       
 

 

   

   21 60 30O , P       

  :برابر است با TATبنابراين كمان 

    12 120TAT TOT O       

  
48.  

A�

B�

A
B

M

D  
يره را در نقطة كنيم تا دا رسم مي MA، خطي موازي Bاز نقطة ابتدا 

D لذا داريم. قطع كند :  

  1
ˆ ˆM DBB

BD || MA ( )
DA AB

   
 

  

  ˆDBB DB (A B DA ) ( )      
1 1 22 2  

 2 1
2

( ) , ( ) A B AB
M̂

  
   

  

A

TO

B

12

1




