
 

  
  
  
  
  

  
 

  
  .ناميم  زاويه ميرأس را Oي   در شكل زير را اضلاع زاويه و نقطهOn و Om خط ميهر يك از دو ن

  
  

  :انواع زاویه
   .ناميم  حاده ميي  باشد، آن را يك زاويه090اي كوچكتر از  اگر زاويه ):حاده( تند ی زاویه  ١

  
  ˆ(mOn ) 090  

  
توجه . ناميم  قائمه ميي  باشد آن را يك زاويه090اي برابر  اگر زاويه : قائمهی زاویه ٢

  .گوييم دو ضلع زاويه بر هم عمود هستند كنيد كه در اين حالت، مي
  

  (mO nO) و ˆ(mOn ) 090  
  

  .ناميم مي» منفرجه« باز ي  را، زاويه090از بزرگتر ي هر زاويه ):منفرجه(ی باز  زاویه  ٣
  

  ˆ(mOn ) 090  
  

 زاويه رأسف  طرواگر دو ضلع زاويه در يك امتداد باشند و د : نیم صفحهی   زاویه٤
  . است0180صفحه همواره برابر   نيمي زاويه. ناميم  ميصفحه  نيمي ند، آن زاويه را زاويهباش

  ˆ(mOn ) 0180  
  

كند  گذرد و آنرا به دو قسمت مساوي تقسيم مي خطي كه از رأس زاويه مي  نيم:نیمساز زاویه
 030 ي  خطي است كه آنرا به دو زاويه060 ي مثلاً نيمساز زاويه. ييمگو را نيمساز زاويه مي

  .كند تقسيم مي
  Ok نيمساز ˆ ˆ ˆO O mOn 1 2  

  

O

m

n

O

m

nزاویۀ منفرجه

O

m

n

نیم صفحه

O

m

n

k

2 1
O

m

nزاویۀ قائمه

O

m

nزاویۀ حادّه
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 و x̂ ي پس اگر دو زاويه. گوييم آن دو زاويه متمم يكديگرند  درجه باشد، مي090هاي دو زاويه برابر اگر مجموع اندازه: های متمم زاویه

ŷمتمم هم باشند، آن وقت : ˆ ˆx y  090  
 ŷ و x̂ي  پس اگر دو زاويه. گوييم آن دو زاويه مكمل يكديگرند  مي، باشد0180هاي دو زاويه برابر  گر مجموع اندازها :های مکمل زاویه

ˆ   :مكمل هم باشند، آن وقت ˆx y  0180  

يجاد ا زاويه ، چهاركنند وقتي دو خط همديگر را قطع مي: های متقابل به رأس  زاویه
  .هاي روبرو دو به دو متقابل به رأس هستند شود كه زاويه مي

متقابل به نيز  1̂ و 2̂هاي زاويه و رأس متقابل به 4̂ و 3̂هاي  مثلاً در شكل روبرو زاويه
  . هستندرأس

نکته
  . متقابل به رأس همواره با هم برابرندي دو زاويه 

  :اثبات
ˆ    نيم صفحه است، پسkOtˆ ي زاويه ˆO O  0

1 2 180  
ˆ    نيز نيم صفحه است، پسmOnˆي  زاويه ˆO O  0

2 3 180  

  ˆ ˆO O 1 2 Ô 2 ˆ ˆ ˆO O O  3 1 3  

  
  

  :اولیهتعاریف 
ABCدر مثلث  A نیمساز نظیر رأس  ١


   .كند  را نصف ميÂي   خطي است كه زاويه:

  
  )AD رأس نيمساز نظر ˆ ˆA A A 1 2  

  
نکته

  .رسند ها، در يك نقطه به هم مي ه نيمساز نظير رأسدر هر مثلث هر س 

ABCهاي مثلث   محل برخورد سه نيمساز زاويهIدر شكل مقابل


   . است
  
  

ABC در مثلث BC وارد بر ضلعارتفاع  ٢


ي   زاويهBCو با ضلع روبروي آن يعني ضلع  گذرد  ميA ي كه از زاويهخطي  پاره :
  .ناميم  ميBC ضلعسازد را ارتفاع نظير   مي090
  
   .) استBC ضلعنظير  ارتفاع AHدر شكل مقابل(
  

نکته
  .رسند ، در يك نقطه به هم مياضلاعدر هر مثلث هر سه ارتفاع نظير  

  

)H محل برخورد سه ارتفاع مثلث ABC


  .) است

2 1
3

4

O

m

n
k

t
1 2

34

A

B
D

C

1 2

A

B
D

I MN

C

A

B H

C

A

B
H

C
A′

C′
B′
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ABC در مثلث BC ضلعی نظیر   میانه ٣


 را BCگذرد و ضلع روبرو به اين زاويه، يعني ضلع   ميÂ ي خطي كه از زاويه پاره :

ABC در مثلث BC يا ميانه نظير ضلع A رأس نظير ي كند، ميانه نصف مي


  .ناميم  مي
  

  )AMي نظير ضلع  ميانه BM MC BC (  
  

نکته
  .رسند ها در يك نقطه هم  نظير رأسي در هر مثلث هر سه ميانه 

  
  )AD ،BK و CNي   در نقطهM رسند هم(.  

  

ABC در مثلث ABعمود منصف نظیر ضلع   ٤


 در مثلث AB خطي كه ضلع :

ABC


  .شود  ناميده ميAB عمود است، عمود منصف ضلع را نصف كرده و ضمناً بر آن
  

AB d فعمود منص(   AB, AM MB  (    
  

نکته
  .رسند در هر مثلث هر سه عمود منصف سه ضلع در يك نقطه به هم مي 

  
    .)رسند هم Tي  ها در نقطه عمود منصف(  

  
  

  
   :الساقین مثلث متساویـ ١

هاي برابر  به ضلع. ناميم الساقين مي مثلثي كه دو ضلع برابر داشته باشد را مثلث متساوي
  .گوييم ي مثلث مي هاي مثلث و به ضلع ديگر قاعده ساق

  
  (AB AC)  

  
  

  
B̂ˆ روبروي در شكل يعن. هاي مجاور به قاعده با هم برابرند  زاويه ١ C.  
يعني در شكل . اند  روبرو به قاعده بر هم منطبقرأسميانه، ارتفاع و نيمساز نظير  ٢

  . هم ميانه، هم ارتفاع و هم نيمساز استAK روبرو

  AB AC ˆ ˆA A , BC CK
AK BC


  

 1 2  

M

A

B

ساقساق

قاعده

A

B C

A

B D

M KN

C

B
C

A

Md

M

A

K

N
B C

12

A

B C
K
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BHيعني در شكل زير . رابرندو ساق با هم بد نظير هاي  ارتفاع ٣ CH.  
  

  ˆˆ(B C BH CH )    
  
  

  : مثلث متساوی الاضلاع ـ٢
  .ناميم مثلثي كه سه ضلع برابر داشته باشد را مثلث متساوي الاضلاع مي

  
  

  

  
 ر مثلث با هم برابرند، پس از آنجايي كه مجموع زواياي داخلي هي  سه زاويهر ه ١

ي داخلي در مثلث متساوي الاضلاع برابر  ي هر زاويه  است، اندازه0180مثلث 


0 0180   . است603

  
 بر هم منطبق رأسدر هر مثلث متساوي الاضلاع ميانه، ارتفاع و نيمساز نظير هر  ٢

  :هستند و ضمناً طول همگي آنها با هم برابر است، يعني
  

  (AA BB CC )     
  
  

به توان نتيجه گرفت در هر مثلث قائم الزاويه، ضلع روبرو  با توجه به ويژگي قبل مي ٣
  . نصف وتر است030زاويه 

  

  ABˆ(A BC )  030 2  
  

  : مثلث قائم الزاویه ـ٣
) قائم ي  كه يك زاويهيمثلث به ضلع روبرو . (ناميم  داشته باشد را مثلث قائم الزاويه مي090(
  .)گويند  وتر مي، قائمهي زاويهبه 
  
  
  
  
  
  

H′

A

B

H

C

A

B C

A

B C

600

600 600

A

B C
A′

B′C′
3030

30
30

30
30

2
A

B

C

x

x

300

Bوتر

C

A
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ي ديگر قطعاً  يه دارد، پس دو زاو090 ي  است، و مثلث قائم الزاويه يك زاويه0180از آنجايي كه مجموع زواياي داخلي مثلث  ١
  .هاي حاده هستند زاويه
در هر مثلث قائم الزاويه مربع طول وتر برابر است با مجموع  :ی فیثاغورث رابطه ٢

   : قائم، يعنيي مربعات دو ضلع زاويه
  ˆ(A a b c )   2 2 290  

  
  

  .ي نظير وتر، نصف وتر است در هر مثلث قائم الزاويه ميانه ٣
  

  )AM AM BM CM  ي   ميانهBC(  
  

  
 آن دو ، بين آنها از مثلث ديگري برابر باشندي زاويهو  بين آنها از مثلثي با دو ضلع ي اگر دو ضلع و زاويه ):ض ز ض(حالت  ١

  ».نشهتند هم«يا » قابل انطباق«مثلث 
  

  
AB A B

BC B C ABC A B C

B B

 
  

     
 

  

  

BMC يكديگر را نصف كنند، آن وقت دو مثلث CD و ABثابت كنيد اگر  مثال


AMD و 


  .ندنهشت هم 
 CD و ضمناً وسط AB وسط Mد، پس نكن  يكديگر را نصف ميCD و ABچون 

AMاست، لذا  BM و MC MD  

   
AM MB

ˆ ˆM M AMD MBC

MD MC

 
 


 


 

2 1   

  .»نهشتند هم«يا » قابل انطباق«بر باشند، آن دو مثلث اگر سه ضلع از مثلثي با سه ضلع از مثلث ديگر برا ):ض ض ض(حالت  ٢
  

  
AB A B

BC B C ABC A B C

B B

 
  

     
 

  

  .ي نظير قاعده، نيمساز هم هست الساقين ميانه ثابت كنيد در هر مثلث متساوي مثال
  

  
AB AC

BK CK ABK ACK

AK AK

  
 
 

  

  AKنيمساز هم هست.ˆ ˆA A  1 2   

 ض ز ض

 ض ز ض
)Mوسط AB( 

)مقابل به رأس(  

)Mوسط CD( 

  ض ض ض

 )الساقينمتساوي(

 )AKنه ميا( 

 )مشترك(

 تساوي اجراي متناظر

  ضز ض

A

B

C

a

b

c

M

A

B C

A

B

C

A′

B′

C′

A

B

C

A′

B′
C′

1 2

A

B C
K

2
1

A

B

C

D

M
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د، آن دو مثلث با ناگر دو زاويه و ضلع بين آنها از يك مثلث با دو زاويه و ضلع بين آنها از مثلث ديگر برابر باش ):ز ض ز(حالت  ٣
  .نهشتند هم، هم

   

ˆ ˆB B

ˆ ˆC C ABC A B C

BC B C


     

  

   

ˆ:  با توجه به شكل ثابت كنيدمثال ˆC D   

          
ˆ ˆA B

ˆ ˆM M AMC B M D

AM MB

 
 
 


 

0

2 1

90
    

      ˆ ˆC D   
  

هاي قائم الزاويه نيز داريم كه يادآوري  ي مثلث ها كه تا كنون به آنها اشاره كرديم، دو حالت تساوي ويژه علاوه بر سه حالت تساوي مثلث
  .كنيم مي

ABCاگر 


A و  B C

   هاي  رأس درA و A قائمه باشند، آن وقت دو مثلث ABC


A و  B C


  هاي زير با  توانند بنا به حالت  مي

  .نهشت باشند هم هم
 و يك ضلع وتريك مثلث با از  قائمه ي ئم الزاويه، وتر و يك ضلع زاويهاگر در دو مثلث قا : قائمهی وتر و یک ضلع زاویه: حالت اول

  .ندنهشت هم قائمه از مثلث ديگر با هم برابر باشند، آن وقت دو مثلث قابل انطباق يا ي زاويه
 
BC B C

ABC A B C
AB A B

        


A′

C′

B′

A

C

B

  

AB رسم كنيم، آن وقت  را بر دايرهAC و AB خارج يك دايره دو مماس Aي  ثابت كنيد اگر از نقطه مثال AC.  
  .ي تماس بر شعاع دايره عمود است دانيم خط مماس در نقطه مي

OB OC
OAB OAC

OA OA

  
 

  

   AB AC  

B

C

O A

 حاده از مثلث ي يك مثلث با وتر و يك زاويه حاده از ي  اگر در دو مثلث قائم الزاويه وتر و يك زاويه: حادهی وتر و یک زاویه: حالت دوم
  .نهشتند ديگر برابر باشند، آن وقت آن دو مثلث هم

  

  BC B C
ABC A B C

ˆ ˆC C

      
  

  

اي متناظرزتساوي اج  

ضو  

)شعاع (  و ض  

)وتر مشترك (  
  تساوي اجزاي متناظر

  و ز

  ز ض ز

A′

B′ C′

A

B C

  ض ز ض
)رأسمقابل به(  

)MوسطAB( 

A′

C′

B′B

C

A

2
1

A

B

C

M

D
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  .ها با هم برابرند هاي وارد بر ساق ثابت كنيد در يك مثلث متساوي الساقين ارتفاع مثال
  

   
ˆB̂ C

BCC BCB
BC BC

    
 

  

     BB CC    
  

نکته ی مهم
هاي  هاي برابر، با هم برابرند و برعكس، يعني زاويه هاي روبرو به زاويه نهشت ضلع هميشه در دو مثلث هم 

  .هاي برابر نيز با هم برابرند روبرو به ضلع

  
هاي مساوي قطع كرده باشد،   را مانند شكل با زاويهb و a، خطوط d1اگر خطي مانند 

  .، مورب استd1 موازيند و ضمناً خط b و aهاي  خط
ي حاده با  سازد كه چهار زاويه  ميb و a زاويه توسط برخورد با خطوط هشت، d1خط 

اين رابطه همواره براي دو خط موازي برقرار . (ي منفرجه نيز با هم برابرند هم و چهار زاويه
  .)است

a«نويسيم   موازي باشند، ميb و aاگر دو خط  || b « و اگر دو خطa و bي مواز 
a«نويسيم  نباشند، مي ||b«.  

x با هم موازيند، با توجه به شكل مقدار b و aدو خط  مثال yكدام است؟   
   ˆx x x       80 2 30 2 50   .هاي حاده برابرند  زاويه25

  ˆy y y        180 80 5 60 160 5   .هاي منفرجه برابرند  زاويه32
  x y    32 25 57  

ع را رسم كنيم دو مثلث  ثابت كنيد اگر قطر يك متوازي الاضلاها  در تساوي مثلث)ز ض ز(با استفاده از حالت  مثال
  .شوند  ايجاد مينهشت هم

ˆ ˆAC A C 1 AD مورب و 1 || BC    

ABC ADC
 

  ˆ ˆAC C A 2 AB مورب و 2 || CD  
  AC AC) مشترك (  

نکته
aيعني اگر . موازي با يك خط، با هم موازينددو خط   || d و b || d، آن وقت a || b.  

1: نويسيم  بر هم عمود باشند، مي2 و 1 درجه باشد، اگر دو خط 90 بين آنها ي دو خط وقتي بر هم عمودند كه زاويه 2 .  

نکته ١
اگر خطي بر يكي از دو خط موازي عمود باشد، بر ديگري نيز عمود  

aيعني اگر . است b و a c b || c .  

    
  

  و ز

)مشترك(  

اوي اجزاي متناظر تس  

 )متساوي الساقين(

 ز ض ز

C′ B′

A

B C

1

#
#

#
#

d

a

b

800a

b

x +2 30

y −5 60

1

1

2

2

B

CD

A

a

b

c
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نکته ٢
cيعني اگر . دو خط عمود بر يك خط همواره با هم موازيند  a و 

b || c b a .   
    

  

  
  : متوازی الاضلاع ـ١

  .هاي روبروي آن دو به دو با هم موازيند، متوازي الاضلاع نام دارد چهار ضلعي كه ضلع

  
اضلاع روبرو با هم برابرند و برعكس، يعني هر چهار ضلعي كه در آن اضلاع روبرو دو  ١

AB). د متوازي الاضلاع نام دار،م برابر باشندبه دو با ه CD , AD BC) .  
هاي  هاي روبرو با هم برابرند و برعكس، يعني هر چهار ضلعي كه در آن زاويه زاويه ٢

ˆ. روبرو با هم برابر باشند، متوازي الاضلاع است ˆ ˆ ˆ(A C , B D) .  
هاي مجاور مكمل باشند، متوازي الاضلاع   يعني هر چهار ضلعي كه در آن زاويه،برعكسهاي مجاوري مكمل يكديگرند و  زاويه ٣
ˆ. است ˆˆ ˆ(A B , B C )   0 0180 180  
. كنند و برعكس، يعني هر چهارضلعي كه در آن قطرها همديگر را نصف كنند، متوازي الاضلاع است قطرها همديگر را نصف مي ٤

(MA MC , MB MD)    
   :طیلمستـ ٢

  .هاي قائمه دارد متوازي الاضلاعي است كه زاويه
 

  
  .هاي يك متوازي الاضلاع را دارد ي ويژگي چون مستطيل نوعي متوازي الاضلاع است، پس همه ١
AC). در هر مستطيل قطرها با هم برابرند ٢ BD)  

  
نکته

 نظير وتر، نصف وتر ي  هر مثلث قائم الزاويه ميانهتوان نتيجه گرفت كه در با استفاده از خواص مستطيل مي 
AM) در شكل زير يعني همواره. است BM CM) .  

  
  
  

   :ربعـ م٣
 است كه در آن دو ضلع مجاور با ييا به بيان ديگر، مربع، مستطيل. هاي قائمه دارد متوازي الاضلاعي است كه چهارضلع مساوي و زاويه

  .هم برابرند

 
  

  .هاي متوازي الاضلاع را دارد ي ويژگي  همه ١
AB).  هر چهار ضلع با هم مساويند ٢ BC CD DA)    

B

C

M

A

450

450

B

C

A

M

D

a

b c

B

CD

M

A

B

CD

A

M
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AC).  قطرها با هم برابرند ٣ BD)  
AC). ها بر هم عمودند  قطر ٤ BD)  
  .كند  توليد مي045ي  دو زاويهرأسر هر ها هستند، يعني هر قطر د رأسهاي  نيمساز زاويه  قطرها ٥

   :لوزی ـ٤
  .متوازي الاضلاعي است كه چهار ضلع آن برابرند

   
  .هاي يك متوازي الاضلاع را دارد  تمام خاصيت ١
AB).  هر چهار ضلع با هم برابرند ٢ BC CD DA)    
AC).  قطرها عمود منصف يكديگرند ٣ BD)  

  
نکته ١

  . مربع است، داشته باشد090 ي مربع نوعي لوزي است، در واقع هر لوزي كه يك زاويه 
نکته ٢

  . لوزي كه قطرهاي برابر داشته باشد، مربع است 

   
  .در حالت كلي يك خط و دايره سه حالت نسبت به هم دارند.  هستندr ي  از مركز دايره به فاصلهrاي به شعاع  تمام نقاط روي دايره

  : حالت اول
ي  كنند و در نتيجه فاصله در اين صورت خط و دايره يكديگر را قطع نمي: خط خارج دایره

   .خط از مركز دايره بيشتر از شعاع دايره است
  (d r)  

  

   :لت دومحا
كند و در  در اين صورت خط فقط در يك نقطه دايره را قطع مي: خط بر دایره مماس باشد

   .ي مركز دايره تا خط مورد نظر برابر شعاع دايره است نتيجه فاصله
  (d r)  

  

نکته
ي تماس بر  در نقطهي تماس بر شعاع دايره عمود است يا به عبارت ديگر شعاع دايره  خط مماس در نقطه 

  .)به شكل بالا توجه كنيد. (خط مماس عمود است

  : حالت سوم
ي  كند و در نتيجه فاصله در اين صورت خط در دو نقطه دايره را قطع مي: خط داخل دایره

  .خط از مركز دايره كمتر از شعاع دايره است
  (d r)  

  

  .دايره نام دارد» وتر«كند   روي دايره را به هم وصل ميB و Aي  خطي كه دو نقطه پاره :وتر دایره
  

  )AB و CDدو وتر مختلف از دايره هستند (.  

B

C

A

M
D

rO

d

Ar
O d

B

A

d

r

B

C

O

A

D
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 دايره رهمچنين ه. كند و ضمناً بزرگترين وتر دايره، قطر دايره است بور ميدايره وتري از دايره است كه از مركز دايره ع :قطر دایره
  .شمار وتر دارد و دقت كنيد كه شعاع دايره وتري از دايره نيست بي

نکته
 عمود منصف OM را بكشيم، در اين صورت همواره AB بر وتر دلخواه OM مركز دايره، عمود Oاگر از  

ABكند و  توان بيان كرد كه اولاً اگر خطي از مركز دايره بر وتري عمود شود، آنرا نصف مي در واقع به دو صورت مي.  است
  .شود، بر آن عمود استثانياً اگر خطي از مركز دايره به وسط وتري دلخواه رسم 

  )OM عمود منصف AB است(.(OM AB AM MB)

(AM MB OM AB)

   
   

  

نکته
ABرسم كنيم، آن وقت  بر دايره را AC و AB خارج دايره دو مماس Aي  اگر از نقطه  AC.  

  
  

  (AB AC)  
  

   
  . مركزي نام داردي هاي آن دو شعاع دايره باشند، زاويه  آن روي مركز دايره و ضلعرأساي كه  زاويه

  

  
 نمايش ABكنند كه كمان كوچكتر را با   دايره را به دو كمان تقسيم ميB و Aي  بينيد، دو نقطه همانطور كه در شكل بالا مي

  .ناميم  ميABدهيم و آنرا كمان  مي
   : يا به عبارت ديگر مركزي روبرو به آني  زاويهي  برابر است با اندازهABي كمان  اندازه

  )ي كمان روبر به آن  اندازه =ي مركزي ي زاويه اندازه(  

  ، چه كسري از كل دايره است؟060 مركزي ي كمان روبرو به زاويهمثال
Ô ي  زاويه  AB است، پس 060   است، 0360ل  كامي  از آنجا كه يك دايره.060

AB ،60پس كمان  1
360   .  كل دايره است6

  

نکته
   

  
نکته

  : با هم برابرند، يعني،و كمان برابرددر هر دايره، وترهاي نظير  
اگر AB CD AB CD  .  

  
  

 ABاندازه كمان  ABطول كمان 
  محيط دايره

  0360  

      مرکزى
 

زاویه
B

O

A

600

O

BA

B

O
A

M

B

C
O

A

B

C A

D O
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