
 

  
  
  



  
  
  



 

  
  



  
  
  

 به نام خداوند جـان و خـرد  
 كزين برتر انديشه برنگذرد

  

  
  درود و شادباش

  »رياضي يازدهم«دربارة كتاب 
  

صـفحه بـه صـفحة كتـاب      ايم و ههاي حل شده، آموزش داد و تمرين ها را با آوردن مثال در اين كتاب همـــة مفاهيم كتاب درسي -1
پيش  بيش از هزار مثال، تمرين و تست حل شدهاي در اين كتاب وجود ندارد و  رين حل نشدهاست. هيچ تم مورد توجه بودهدرسي 

  روي شماست!
ايم.  ترين زبان پرداخته و پاسخ آنها به سادههاي با سطح بالاتر  به مثالايم و سپس  شروع كردههاي ساده  با مثال ،در هر درس از كتاب -2

  در اين كتاب بيابد.را هاي متناسب با وضع درسي خود  ل و تمرينتواند مثا آموز با هر سطحي مي هر دانش
هاي درسي است. هر تست كنكور يا از كتاب درسي اسـت يـا از مفهـومي برخاسـته از      نكتة مهم، پايبندي طراحان كنكور به كتاب -3

مفـاهيم   بايدهاي رسمي برآييد،  حانهاي كنكور را درست بزنيد يا از پس همة سؤالات امت كتاب درسي. براي آنكه بتوانيد همة تست
سـؤالات   و ها، سؤالات تشريحي برخاسته از مفاهيم كتـاب  تستتر بياموزيد كه در اين كتاب به آن توجه شده است.  درسي را عميق

  را نيز در كتاب مشاهده خواهيد كرد.خلاقانه 
  

  چگونگي استفادة بهتر از كتاب
نامـة تشـريحي    الات تشريحي پايان هر درس بپردازيد، پاسخ و روش حل سؤال را بـا پاسـخ  ابتدا درسنامه را بخوانيد، سپس به حل سؤ

هاي چهـار   پرسشها،  آموزش داده شده است. پس از تسلط و تثبيت آموخته ،هاي مختلف گاهي روش مسئلهحل يك  برايمقايسه كنيد. 
. پس يابددقيقه زمان اختصاص  2و براي هر تست تقريباً  تايي باشد 20تايي يا  10هاي  م در بستهكني دهيد. پيشنهاد مياي را پاسخ  گزينه

  از هر وعده، پاسخ تشريحي را بخوانيد و بعد در فرصت ديگري ادامه دهيد.
توانيـد   مـي است. با توجه به نتيجة آزمـون خـود،    آمده» مرور سريع درس«درس با عنوان آن هاي  پس از هر درس، در يك صفحه نكته

  به آن اضافه كنيد.هم  هاي ديگري نكته
  

  قدرداني
دانيم از مديرعامل محترم شركت آموزشي، فرهنگي و انتشاراتي مبتكران جناب آقاي يحيي دهقاني كـه امكـان چـاپ كتـاب را      لازم مي

  هاي ايشان، اين كتاب تأليف شد، تشكر كنيم. اند و از مهندس هادي عزيززاده كه با راهنمايي فراهم آورده
 )و طراح جلد آرا)، معصومه لطفي مقدم، مليحه محمدي (رسام)، بهاره خدامي (گرافيست ها ناهيد صبائي (حروفچين و صفحه به علاوه از خانم

  سپاسگزاريم. خوان) نقش (نمونه شيوا خوش و
هـاي گراميشـان درخواسـت     آموزان عزيز و خـانواده  از دانش متواضعانه از اسانيد محترم رياضي، مشاوران محترم درسي و كنكور و نيز

  ، ما را در اعتلاي اين مجموعه ياري نمايند.ظرات، پيشنهادها و انتقادهاي خودنبا ارائة داريم كه 
  

  شاد و تندرست باشيد.  
  تمايل به يادگيري داريد.بيش از ديروز ممنونيم كه امروز   

  آرزو كاميارـ  سعيد جلالي  
  



 

  
  
  

  اول: هندسة تحليلي و جبر فصل
  8   ......................................................................  : هندسة تحليلي 1 درس
  33   ....................................    2معادلة درجة دوم و تابع درجة : 2 درس
  59   ..................................    معادلات گويا و معادلات راديكالي: 3 درس

  

  
  هندسه: دومفصل 
  74   ............................................................    هاي هندسي ترسيم: 1 درس
  87   ......................................................   : استدلال و قضية تالس2 درس
  103   ...................................................................    ها تشابه مثلث: 3 درس

  
  تابع: سومفصل 
  120   .......................................    آشنايي با برخي از انواع توابع: 1 درس
  144   ................................    : وارون يك تابع و تابع يك به يك2 درس
  163   .................................................   اعمال جبري روي توابع: 3 درس

  
  مثلثات: چهارمفصل 
  178   ...........................................    گيري زاويه واحدهاي اندازه: 1 درس
  191   ......................   هاي مثلثاتي : روابط تكميلي بين نسبت2 درس
  213   ....................................................................    توابع مثلثاتي: 3 درس

  
  توابع نمايي و لگاريتمي: پنجمصل ف

  232   ..........................................   هاي آن تابع نمايي و ويژگي: 1 درس
  251   ...................................    هاي آن : تابع لگاريتمي و ويژگي2 درس
  274   .............................    كاربردهاي توابع نمايي و لگاريتمي: 3 درس

  
  حد و پيوستگي: ششمفصل 
  290   ..............................................................  فرايندهاي حدي: 1 درس
  304   ............................................................   : محاسبة حد توابع2 درس
  328   ...........................................................................   پيوستگي: 3 درس

  
  آمار و احتمال: هفتمفصل 
  350   ........................   احتمال شرطي و پيشامدهاي مستقل: 1 درس
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  يليلتح هاول: هندس درس
  
  
  دستگاه مختصات دكارتي -1

شود كه  استفاده مي» دستگاه مختصات دكارتي«براي نشان دادن موقعيت هر نقطه در صفحه از 
است و صفحه را به صورت مقابل به چهـار ناحيـه تقسـيم     yو  xشامل دو محور عمود بر هم 

  د.يبين نواحي مي كند. همچنين وضعيت طول و عرض نقاط را در مي
  
  دو نقطه از هم ةفاصل -2

B  به دست مي آيد:   مقابلدر صفحه باشند، فاصلة آنها از رابطة  Bو  Aاگر دو نقطة  A B AAB (x x ) (y y )   2 2  
  حالا اين رابطه از كجا آمده است؟!

  خيلي ساده است. شكل را ببينيد:
AB مـة آن را داريـم؛ بـا نوشـتن رابطـة      الزاويه است كه طـول اضـلاع قائ   وتر يك مثلث قائم

  آيد. به دست مي ABفيثاغورس اندازة وتر يا همان 
  
  
  

  

اگر نقطة  
2 3 22 2A ( , )


   1ها و نقطة  روي محور عرض 4B( , )     در ناحية چهارم باشد، فاصلةA  وB   را بـه

  دست آوريد.
 A  روي محورy است:هاست؛ پس طول آن صفر  

  ( ) ( ) ( )
2 23 2 10 2 3 3 1 0 32 2

                      

در ناحية چهارم است؛ پس طول آن مثبـت و عرضـش منفـي اسـت. هـر دو       B. گفته Bبه دست آمد. برويم سراغ نقطة  دو مقدار براي 
  كنيم: را جايگذاري مي مقدار 

  B( , ) B( , )11 4 0 5  
       

  شوند. دانيم كه نقاط روي محورها جزء نواحي محسوب نمي ها خواهد بود و ميyروي محور  Bقبول نيست؛ چون به اين ترتيب 

  B( , ) B( , )31 4 4 1 
       

  باشد. ، طول مثبت و عرض منفي ميIV ةقبول است. در ناحي

B    را خواسته: Bو  Aسؤال فاصلة  A B AAB (x x ) (y y ) ( ) ( )           2 2 2 24 0 1 2 16 9 5  
  

  
  

3ر مختصات دو رأس مقابل در يك مربع اگ  5C( , 2و  ( 3A( ,   باشد، مساحت مربع را به دست آوريد. (

A   برابر با قطر مربع است: Cو  Aفاصلة دو نقطة   C A CAC (x x ) (y y ) ( ) ( )          2 2 2 22 3 3 5 1 4 5  

aدر نظر بگيريم، قطر  aاگر در يك مربع ضلع را  a   خواهد بود؛ پس: 2 a  
5 102 5 22  

  S ( ) 210 10
2 4  

  

 مربع
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2مساحت مثلثي با سه رأس   5A ( , )  ،3 0B( , 0و  ( 2C( ,   )92(خارج   كدام است؟   (
 6   6 5/   7   7 5/  

  آوريم: طول اضلاع را به دست مي 

  A B A BAB (x x ) (y y ) ( ) ( )          2 2 2 22 3 5 0 1 25 26  

  A C A CAC (x x ) (y y ) ( ) ( )          2 2 2 22 0 5 2 4 9 13  

  B C B CBC (x x ) (y y ) ( ) ( )          2 2 2 23 0 0 2 9 4 13  

AC    به اعداد به دست آمده نگاه كنيد؛ بين آنها رابطة فيثاغورس برقرار است: BC AB ( ) ( ) ( )   2 2 2 2 2 213 13 26  

ABC   قاعده هستند: و ارتفاع BCو  ACالزاويه است. اين يعني  يك مثلث قائم ABCس پ /
AC BC

S
 

   
13 13 13 6 52 2 2  

  شكل را هم ببينيد:
  
  
  
  

  

  
  

قطع كرده و مركز آن بر روي نيمساز ربع اول است. شعاع اين دايـره   3و  1هاي  ها را در دو نقطه به طولxاي محور  دايره 
  )95 (خارج  كدام است؟  

 3   2   5   3  
)Aنقاط   , )3 )Bو  0 , )1 yروي محيط دايره قرار دارند. از طرفي مركز دايره روي خط  0 x   است؛ پس مختصات آن به شكل

(x , x) باشد. شعاع را خواسته، يعني فاصلة نقاط روي محيط دايره تا مركز دايره؛ اول بايد مختصات مركز دايره را حساب كنيم. مي  

  OB OA ( x) ( x) ( x) ( x) x x2 2 2 2 21 0 3 0 1 2           x2 x x29 6   x2 x x4 8 2    

)Oپس مركز دايره  , )2 )  است؛ پس شعاع برابر است با:  2 ) ( )     2 21 2 0 2 1 4 5  
  

  
  حالات خاص

2طول يكسان داشته باشند، جملة  Bو  Aاگر دو نقطة  
B A(x x ) :صفر خواهد بود؛ بنابراين  

  
  2

B A B AAB (y y ) | y y |     
  
  

2عرض يكسان داشته باشند، جملة  Bو  Aر دو نقطة اگ 
B A(y y ) :صفر خواهد بود؛ بنابراين  

  2
B A B AAB (x x ) | x x |     

  
  
  خط وسط پاره ةمختصات نقط -3

را به دست آوريم؛ خودتان  Mقرار است مختصات  ،ناميم مي Mدر صفحه هستند. مختصات نقطة وسط اين دو را  Bو  Aخب؛ دو نقطة 
  زنيد؟! چه حدسي مي

 2توان 
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كنـيم   آموزش مفهومي اين قسمت خيلي زحمت كشيده ولـي مـا فكـر مـي    كتاب درسي براي 
  شد!با مي Bو  Aبرابر با ميانگين طول و عرض دو نقطة  Mوشن است كه طول و عرض ر
  

  2 2
A B A B

M M
x x y y

x , y
 

   
  
  

  

1اگر   1A( , )   ،1 6B( , )  ،1 5C( , )  وD الاضلاع باشند، فاصلة رأس  رئوس يك متوازيD ختصات چقدر است؟تا مبدأ م  
كنند؛ پس با توجه به شـكل فرضـي مقابـل،     الاضلاع يكديگر را نصف مي قطرهاي متوازي 

  بناميم، داريم: Mاگر محل برخورد قطرها را 

  A C B D
M A C B D D D

x x x x
x x x x x x x

 
           1 1 1 32 2  

  A C B D
M A C B D D D

y y y y
y y y y y y y

 
           1 5 6 22 2  

)Dفاصلة رأس  , ) 3 )Oرا از مبدأ مختصات  2 , )0   خواسته: 0

  D D D DOD ( x ) ( y ) x y ( ) ( )2 2 2 2 2 20 0 2 3 4 9 13              
  

0با توجه به اينكه مختصات مبدأ   0O( , 0است؛ پس فاصلة هر نقطة دلخواه  ( 0(x , y 2از مبدأ برابر است با:  ( 20 0x y.  
  

  
  

3قرينة نقطة   4P( , )  2را نسبت به نقطة 1Q( , ) .به دست آوريد  
PQ  ميم، داريم:  بنا Q ،Pرا نسبت به  Pقرينة نقطة اگر   P Q  

  را ببينيد: قرار دارد. شكل Pو  Pوسط نقاط  Qعني نقطة و اين ي Qتا  Pبا فاصلة است برابر  Qتا  Pيعني فاصلة 

  P P P
Q P

x x x
x x 


 

 


  
32 72 2  

  P P P
Q P

y y y
y y 


 

    
41 62 2  

Pشود  مي Qنسبت به  Pپس قرينة  ( , ) 7 6.  
  

  
  خط همعادل -4

yصورت  بهبه خاطر داريد كه فرم كلي معادلة خط  mx h  باشد كه  ميm  شيب وh واقـع   عرض از مبدأ است. معادلة يك خط در
xايست كه بين طول و عرض همة نقاطش برقرار است. مثلاً در خط به معادلة  بيانگر رابطه

y


 12 قرينة در هر نقطه، عرض از نصف ،
  طول يك واحد بيشتر است.

)اي با مختصات  ها كه نقطه يعني محل برخورد خط با محور عرض :أض از مبدعر , h)0 .است  
بگـذرد، شـيب آن از    Bو  Aهاي گذشته به خاطر داريد كه اگر خطـي از نقـاط    از سال شيب:
Bرابطة  A

AB
B A

y y
M

x x





آيد؛ پس به قول كتاب درسي، شـيب يـك خـط يعنـي      به دست مي 
بـه   Mاگر بخواهيم از نقطـة   مقابلجايي افقي! مثلاً در صفحة  جايي عمودي به جابه بت جابهنس

جـا   واحد به سمت راست (افقي) جابه 4واحد به سمت بالا (عمودي) و  2برويم، بايد  Nنقطة 
گذرد  مي Nو  Mشويم؛ بنابراين شيب خطي كه از 

2 1
4   است. 2
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  !tanشيب يا همان 
 !tan شـود  سازد، شيب خط مـي  ها ميxمثبت محور اي باشد كه خط با جهت  زاويه اگر 

  گذرد را ببينيد: مي Nو  Mمجدداً خطي كه از نقاط 
NLرابر است با ب تانژانت زاوية  MNLدر مثلث 

ML
yيا همان  

x



  يعني همان شيب خط! ،
60سازد،  مي 60زاوية ها xمثلاً شيب خطي كه با جهت مثبت محور  3tan  .است 

كنيم، اگر مثل يك جـادة سـربالايي    شد. وقتي به خطي از چپ به راست نگاه ميبا تواند صفر، منفي يا مثبت ميشيب يك عدد است كه 
y)صعود كند، شيب مثبت است و برعكس اگر مثل يك جادة سرپاييني نزول كند، شيب منفي است. همچنين شيب خطوط افقـي   b) 

x)صفر و شيب خطوط قائم  a) است. تعريف نشده  
  
  
  
  

  شيب مثبت است.   شيب منفي است.  شيب صفر است.   شيب تعريف نشده است.   
  

  

1سه نقطة   5P( , )   ،1Q(t , 2و  ( 3R (t , )   .بر يك امتدادندt ت آوريد.را به دس  
  :را پيدا كرد tتوان  پس به كمك مفهوم شيب مي ؛ي يك خط قرار دارنديعني رو ،بر يك امتدادند Rو  P  ،Qاينكه  

  P Q
PQ

P Q

y y
m x x t t

  
  

   
5 1 6
1 1  

  P R
PR PQ PR

P R

y y
m m m t t t tx x t t t t

5 3 2 6 2 6 6 2 2 8 4 21 2 1 1 1
    

           
        

     
  

  
  خط هنوشتن معادل

  قطعاً بلديد معادلة خط را بنويسيد ولي ما اينجا قرار است همه چيز را مو به مو ياد بدهيم:
0دهد. يا به ما شيب و مختصات يك نقطـه از خـط، مـثلاً     ميدر نوشتن معادلة خط دو حالت رخ  0(x , y دهـد كـه در رابطـة     را مـي  (

0 0y y m(x x )   كنيم و يا مختصات دو نقطه از خط مثلاً  جايگذاري ميA A(x , y Bو  ( B(x , y يب را بـه  دهد كه ابتدا ش را مي (
  دست آورده و باقي داستان مثل حالت قبلي است.

  
  

2خط به معادلة   3 5x y   گذرد؟ از كدام ناحيه نمي  
بـار   ست. يكا ، داشتن دو نقطه از آن كافيبراي رسم يك خط 

x دهيم و بار ديگر  را صفر ميy را:  

  
x

y

50 2
5 03

  

  

) به كمك دو نقطة , )
50 )و  3 , )

5   گذرد. بينيد كه اين خط تنها از ناحية چهارم نمي مي ،خط را رسم كرديم 02
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  كدام است؟ مقابلمعادلة خط  
 3 3x y    3 3y x   
 3 33y x    3 3y x   

  
  
  

)يك نقطه از خط يعني   , )0 را هـم بـه    به كمك زاويـة خـط شـيب   را داريم  3
 اي كـه خـط بـا    آوريم. فقط حواستان باشد براي به دست آوردن شيب به زاويه دست مي

m   . شكل را ببينيد:سازد نيازمنديم ها ميxجهت مثبت محور  tan60 3   
  y (x ) y x    3 3 0 3   معادلة خط 3

  ) درست است.2پس گزينة (
  

  

  
  

3معادلة خطي كه از نقطة   1( , ) است را به دست آوريد. 2گذرد و طول از مبدأ آن  مي  
) ها، كه در اين سـؤال نقطـة  xطول از مبدأ يك خط يعني محل برخورد آن خط با محور   , )2 حـالا دو نقطـه از خـط را     .اسـت  0

x   آوريم: داريم. اول شيب را به دست مي
y (x ) y

 
    

1 20 25 5 m: معادلة خط و  5
 

 


0 1 1
2 3 5  

  

  
  

1yمساحت سطح محصور بين سه خط   x   ،4x   5وy   چند واحد است؟  
xكنيم.  سه خط داده شده را رسم مي   yيك خـط قـائم و    4  5     يـك خـط افقـي

yاست.  x 1  ل را هايي كه مبحث انتقـا  كنيم. البته بچه دو نقطه از آن رسم ميرا هم به كمك
yد كه دانن از سال گذشته به ياد دارند، مي x 1  همان نيمساز ربع(I)  و(III) (y x)   اسـت

  كه يك واحد بالا رفته است.
محـل برخـورد دو    A است. نقطـة  ACاش ضلع  و قاعده ABاست. ارتفاع آن ضلع  ABCالزاوية  شكل حاصل از برخورد سه خط، مثلث قائم

xخط   yو  4  5  :است؛ پسA( , )4 5  
xمحل برخورد دو خط  Bنقطة   yو  4 x 1  :است؛ پس  By B( , )   4 1 5 4 5  
yورد خط خرمحل ب Cنقطة   5  وy x 1  :است؛ پس  C Cx x C( , )       5 1 6 6 5  
A  كنيم:  را محاسبه مي ACو  ABطول  C A BAC | x x | | ( ) | , AB | y y | | |           4 6 10 5 5 10  

ABC  مساحت را خواسته: 
AC AB

S
 

  
10 10 502 2  

  

  
  

2خطوط به معادلة   1y a ax   اي جميع مقادير به ازa گذرند؟ از كدام ناحيه مي  
 2 3( , )   2 1( , )   1 1( , )   3 4( , ).  

  كنيم. ببينيد: را صفر مي aمل مهم نيست! پس جملة شا aيعني مقدار  aاينكه گفته به ازاي جميع مقادير  
  y a ax y a ( x) a ( x) x , y          2 1 2 1 2 0 2 1  

)نظر  پس نقطة مورد , )2   باشد. ) درست مي2است و گزينة ( 1
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0axدر معادلة خط   by c    0اگرab   0وbc  كدام صورت است؟به خط  باشد، نمودار  

  
            

  
  

a  يك سمت باشد:  yت داريم كه دعا  c(b)by ax c y xb b


       

aشيب خط 
b
  است. در صورت سؤال گفتهab 0 ، يعنيa  وb علامت هستند؛ پس هم:   

a  شوند.  حذف مي )3) و (1هاي ( شيب منفي است؛ پس گزينه a
b b


  0 0  

cعرض از مبدأ 
b
  است. در صورت سؤال داريمbc 0،  يعنيb  وc علامت هستند. غيرهم  

c  ت است. ) درس2كند؛ بنابراين گزينة ( ها را در بالاي مبدأ قطع ميyيعني خط محور  ،استعرض از مبدأ مثبت  c
b b


  0 0  

  

  
  

7 نقطة  6A( , 2خطوط  برالاضلاع است كه دو ضلع آن منطبق  رأس يك متوازي ( 3 11y x   3و 4 8y x    .هسـتند
  )90(سراسري   مختصات وسط قطر آن كدام است؟  

 4 3( , )   3 4( , )   3 5( , )   1 5( , ).  
)Aاول بايد ديد   , )7   كند يا نه: در معادلة خطوط داده شده صدق مي 6

  A( , )y x ( ) ( )    
7 62 3 11 2 6 3 7 11  

  A( , )y x ( ) ( )    
7 63 4 8 3 6 4 7 8  

A صــدق نكــرد؛ بنــابراين م در هــيچ كــداA  و نقطــة برخــورد ايــن دو خــط، دو رأس مقابــل در
  را ببينيد: الاضلاع هستند. شكل فرضي مقابل متوازي

  
  

   آوريم: ناميده و با حل دستگاه زير، مختصات آن را به دست مي Cمحل برخورد دو خط را 

  
( ) y xy x
( ) y xy x

x x , y

                
    

3 6 9 332 3 11
2 6 8 163 4 8

17 17 1 4
  

   وسط قطر را خواسته:

  A C
O

x x
x

 
  

7 1 32 2  

  A C
O

y y
y

 
  

6 4 52 2  
)نظر  مختصات نقطة مورد , )3   باشد. ) مي3است و پاسخ درست گزينة ( 5

  

  
  

1خطوط   5 3 7L : x y   2و 2 3L : m (x ) y m    2اند. زاويـة   مشترك 2اي به طول  در نقطهL    بـا محـورy  هـا
  دام است؟ك

 150   30   120   45.  
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  آوريم: به دست مي ، عرضش راL1گذاريم و با قرار دادن طول آن در معادلة خط  مي Aاسم نقطة مشترك را  

  A
A A

xL : x y ( ) y y
      1

25 3 7 5 2 3 7 1  
)Aپس داريم:  , )2 1.  

  كنيم: جايگذاري مي L2را در  A، مختصات mحالا براي پيدا كردن 

  A( , )L : m (x ) y m m ( )2
2 12 3 2 2      


( ) m m3 1 3     

x)به صورت  L2پس معادلة  ) y   3 2 3   است. 3
يك سـمت تسـاوي بودنـد،     yو  xها ياد بگيريد كه هر وقت در معادلة خط  را به دست آوريم. بچه L2از ما زاويه خواسته، پس بايد شيب 

x شيب برابر است با: 
y
  

L  آيد:  به اين ترتيب شيب چند ثانيه زودتر به دست مي
( )

m
 

 2
3 3

3 3  

tan  سازد:  مي» هاxجهت مثبت محور «اي كه خط با  شيب خط برابر است با تانژانت زاويه    3 303  
  ها را خواسته. شكل را ببينيد:yولي سؤال زاوية خط با محور 

  
  
  
  

  ) است.3پس جواب، گزينة (
  

  
  

2اي به صورت  اگر معادلة قطرهاي دايره  1 5y m (m )x     .باشد، مختصات مركز دايره را به دست آوريد  
  آيد: ، مختصات مركز دايره به دست ميmيره محل برخورد قطرهاي دايره است. به ازاي دو مقدار دلخواه دانيد كه مركز دا مي 

  m y ( ) x   1 2 1 1 1 y y     
0

5 2 4 2  

  ym y ( ) x y x x x20 2 0 0 1 5 2 5 4 5 1
                 

)براين مختصات مركز دايره بنا , )1 2 .است  
mزرنگي كرديم و اول  mدر مقدار دادن به  1  قرار داديم كه جملة شاملx يعني ،(m ) x1  كلاً صفر شود وy .به دست آيد  

  

  
  

3چند نقطه روي خط   4 4 0x y   1دارد به طوري كه فاصلة آنها از نقطة  قرار 2A( ,   باشد؟ 2برابر  (
m)مختصات نقاط مورد سؤال را   , n) گيريم؛ چون اين نقاط روي خط  در نظر ميx y3 4 4 0   :قرار دارند؛ پس  

  m
m n n m

3 4 33 4 4 0 14 4


       
)Aد فاصلة اين نقاط از باي , )1   باشد: 2، 2

  
n m

( m) ( n) ( m) ( n)2 2 2 2
3 141 2 2 1 2 4

 
           

  m
( m) ( m ) m m m m m             2 2 2 2 23 9 9 25 131 2 1 1 2 9 10 04 16 2 16 2  

  كنيم: را محاسبه مي داريم.  2يك معادلة درجة 

  b ac ( ) ( ) ( )        2 213 25 169 1254 4 10 02 16 4 2  
  اي با شرايط داده شده نداريم. طهيعني هيچ نق ،ريشه ندارد 2پس معادلة درجة 

  

 2توان 

  ضريب
 ضريب
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  وضعيت خطوط نسبت به هم -5
  دو خط موازي 

  هاي برابر و عرض از مبدأهاي متفاوت دارند. دو خط موازي شيب
  

  

4چنانچه دو خط   2y ax x    1و 1 3y ( )x
a

    ،موازي باشندa چقدر است؟  
y   قرار داد: ها را مساوي هم بايد شيب  ax x ( a ) x m a       4 2 4 1 2 4 1  

  y ( ) x ma a
1 11 3 1      

  a
m m a a ( a ) a a aa a

21 14 1 1 4 1 1 4 


           a1  a a2 1 1
4 2 


   

  

  
  دو خط متقاطع 

  هايشان برابر است و نه عرض از مبدأهايشان. كنند؛ بنابراين نه شيب دو خطي كه يكديگر را در يك نقطه قطع مي
  

  

 a 3 هاي چقدر باشد تا خط 2 7x y   ،2 5x y    2و 3ax ay x y    در يك نقطه يكديگر را قطع كنند؟  
xاول نقطة تقاطع دو خط   y 3 2 xو  7 y  2   آوريم: را به كمك دستگاه به دست مي 5

  
x y3 2

x y



7

2
x x , y


 

  

5
4 12 3 1

  

)تقاطع سه خط  نقطة , )3 ) است. كافيست 1 , )3 ax در 1 ay x y   2   به دست آيد. aجايگذاري شود تا  3
  a ( ) a ( ) a    3 2 1 3 1 3 5  

  

  
mmه داشته باشيم، به طوري ك mو  mهاي  اگر دو خط متقاطع با شيب  1  هـاي   باشد؛ دو خط بر هم عمودند. به بيان ديگر شـيب

1    عكس و قرينه هستند. ،دو خط عمود بر هم
m

m
  

  
  

  

1معادلة خطي را بنويسيد كه از نقطة   3( , )  3بگذرد و بر خط 2
x y x

  باشد.عمود  

x   آوريم: شيب خط داده شده را به دست مي لاو  y x ( ) (x y)
 

  
6 23 2

x
x y m

x y

 
   



13 2 22 2
  

xنظر بر  خط مورد y x
3 m  است:  mش عكس و قرينة يبعمود است؛ پس ش 2 mm

 
   


1 1 21

2
  

)A  نويسيم:  شيب و يك نقطه از خط را داريم، معادله را مي , )
y y m(x x ) y (x ) y x

m 0 0
1 3 3 2 1 2 52
 

         
  

  

  
  دو خط منطبق 

  واقع يك خط هستند. دو يا چند خط منطبق، شيب و عرض از مبدأ يكسان دارند و در
  

  

22دو خط  aبه ازاي چه مقدار   1 3 2ax (a ) y a     2و 5 4x ay  اند؟ بر هم منطبق  
ه دست آورده و نظير به نظير برابر هم قرار دهيم، ولي يك راه بهتر هـم  يك راه اين است كه شيب و عرض از مبدأ هر دو خط را ب 

واقع يك خط هستند؛ بنابراين اگر معادلات آنها را به يك فرم مرتب  وجود دارد. در تعريف خطوط منطبق بر هم گفتيم كه اين خطوط در
  كنيم، نسبت ضرايب آنها بايد برابر هم باشند:

 طرفين ـ وسطين
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  (a )ax (a ) y a
ax ay

a a     
 




22 2 12 1 3 2
52 5

3
24

2
4  

  كنيم: نيست؛ پس تساوي كسرهاي اول و سوم را بررسي مي 2عبارت درجة  باحوصلة كار كردن 

  a a
a a a 


    

3 2 4 6 4 22 4  
  

  
  ، اينها است:هم كرديمهايي كه درمورد وضعيت خطوط نسبت به  خلاصة صحبت

  
  
  
  

  a b c
a b c
 
  

  a b c
a b c
 
  

  a b c
a b c
 
  

  
  دو خط متقاطع  دو خط موازي  دو خط منطبق  

  
  

1اگر   1A ( , 3و  ( 3C( , )   دو رأس مقابل در لوزيABCD    باشند؛ معادلة خطـي كـه دو رأسB  وD   روي آن قـرار
  گيرند را به دست آوريد. مي

را عكـس و قرينـه كـرد،     ACنظر بايد اول شيب خط  پس براي نوشتن معادلة خط مورددر لوزي قطرها عمود منصف يكديگرند؛  
A   را به دست آورد: ACثانياً مختصات نقطة وسط  C

AC
A C

y y
m x x

 
  

 
1 3 11 3  

  
AC

m m


   
1 1  

A   ناميم: مي mرا  ACوسط  نقطة C
m

x x
x

1 3 12 2
 

     

  A C
m

y y
y

 
   

1 3 12 2  

  m my y m (x x ) y (x ) y x1 1 1 2          معادلة خط :  
  

  
  

1 قرينة نقطة  4( , 2را نسبت به خط  ( 1y x   .به دست آوريد  
  شكل تقريباً چنين چيزي است: 

  
  

yكه عمود بر  AAبايد معادلة  x  2   ست را به دست آوريم:ا 1

  AAy x m m , A( , )     
12 1 2 1 42  

  A AA A
x

y y m (x x ) y (x ) y       
1 74 12 2 2  

  ، بايد معادلة دو خط را مساوي هم قرار دهيم:Hبراي به دست آوردن مختصات 

  x x
x x


       

2
7 7 2 72 1 1 22 2 2 2

x x


2
4

x x , y     5 5 1 3  

A    قرار دارد؛ پس: Aو  Aدقيقاً وسط  Hنقطة  A A
H A

x x x
x x 


 

    
11 32 2  

  A A A
H A

y y y
y y 


 

  
43 22 2  

Aپس  ( , ) 3   باشد. مي 2
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2 دو نقطة  1A ( , m )   2و 1B( , m ) نسبت به چه خطي قرينه هستند؟  
xگذرد  مي Bو  Aيكي است؛ پس معادلة خطي كه از  Bو  Aطول دو نقطة    yاست؛ بنابراين نسبت به خطي به معادلة  2 a 

yقرينه هستند. با توجه به اينكه  a  دقيقاً وسطA  وB  قرار دارد؛ پسm m
y m

  
 

1 1
2.  

  

  
  نقطه از خط ةفاصل -6

)Aفرض كنيد نقطة  , )2 Lو خط  1 : y x  3 4 1  Aخـواهيم فاصـلة    در صفحه باشند. مي 0
 Lبـر   Aخطي است كـه از   واقع طول پاره در Lاز خط  Aبه دست آوريم. فاصلة نقطة  Lرا از 

گذشـته   Hو  Aاز  را به دست آورد. خطي كه Hپس بايد مختصات  ؛AHيعني  ،شود عمود مي
    آوريم. ناميده و معادلة آن را به دست مي را 

  LL : y x m


   
43 4 1 0 3  

  m  
3
  عمود است. Lبر  4

  3 3 12 1 1 24 4 2
A ( , ): y x L ( ) L L


         

  3 1
4 2: y x    

  آيد: به دست مي Hيعني همان  ،حالا با حل دستگاه زير، مختصات محل برخورد

  
3 4 1 0 9 123 1 04 2

y x y x
y x

   
 

  

3 0
16 12y x

 

 8 0
1 225 5 5 5y y , x




 


   

  

2حالا بايد فاصلة  1A( , 2و  ( 1
5 5H( , )

 .را به دست بياوريم  

  2 2 2 22 1 64 36 1002 1 25 5 25 25 25A H A HAH (x x ) (y y ) ( ) ( )             
  .است L ،2از خط  Aفاصلة نقطة پس 

0حالا اگر همين راه حل را در حالت كلي براي فاصلة نقطة  0A(x , y 0Lاز خط  ( : ax by c   رسيم: اجرا كنيم، به رابطة زير مي  
  | ax by c |

d
a b

 
 



0 0
2 2

  Lاز خط  Aفاصلة نقطة  

2فاصلة  1A( , 3از  ( 4 1 0L : y x   آوريم: را از رابطة بالا به دست مي  
  4 2 3 1 1 8 3 1 10 2516 9 25

| ( ) ( ) | | |
d

   
   


 

  
  

14 مربع معادلة يكي از قطرها در يك  4
x y
  3ها  و مختصات يكي از رأس 3( ,   است. مساحت مربع را به دست آوريد. (

  را رسم كرديم: كند، شكل فرضي زير توجه به اينكه مختصات نقطه در معادلة قطر صدق نميبا  

aصف قطر مربع، يعني تا قطر كه برابر با ن Aاول فاصلة  2
  آوريم: است را به دست مي 2

  A A
| ( ) ( ) || ax by c |

d
a b

  
     

 
2 2

1 1 13 3 1 4 24 4 2 21 1 2 2 2 2
16 16 4

  

  a
a S a      22 2 2 2 2 42  
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  يك سؤال قشنگ داشته، ببينيد: 89سراسري 
  

  

1yدو نقطه بر خط به معادلة   x  2ز خط به معادلة قرار دارند كه فاصلة اين نقاط ا 3 5x y   است. طول  13برابر
  اين دو نقطه كدام است؟

 15 9,   15 11,   11 9,    11 15,.  
yمختصات نقاطي كه روي خط   x 1 به صورت  ،قرار دارند(m , m )1  است. فاصلة(m , m )1  ازx y 2 3   با: برابر است 5

  | m (m ) | | m m | m m| m | m m
( )

                   
 




2 2
2 3 1 5 2 3 3 5 2 13 1513 13 2 13 2 13 11132 3

  

  (كار كردن با قدر مطلق كه يادتون نرفته!)است.  ) درست2است و گزينة ( 11و  15طول اين دو نقطه 
  

  
  

2طول نقاط برخورد خط به معادلة   1y x  2اي به مركز  و دايره 5( ,   چقدر است؟ 2و شعاع  (
a)صات آن بـه صـورت   ايست كه هم روي خط است، هم روي دايره؛ پس مخت اي نيست. محل برخورد نقطه سؤال ساده  , a )2 1 

)باشد. از طرفي فاصلة اين نقطه تا مركز دايره يعني تا نقطة  مي , )2   :2يعني  ،برابر با شعاع دايره 5

  ( a) ( a ) ( a) ( a )2 2 2 22 5 2 1 2 2 2 4 4 4          a a a a2 24 4 16 16 4      a a25 20 16 0     
  هاي آن را پيدا كنيم: داريم كه بايد ريشه 2يك معادلة درجة 

  b ac ( ) ( )( )     2 24 20 4 5 16


  
320

400 320 80  

  ( )
a ( )

    
    1

20 80 20 4 5 10 2 5 2 522 5 10 5 5  

  ( )
a ( )

    
    2

20 80 20 4 5 10 2 5 2 522 5 10 5 5  

پس طول نقاط برخورد 
2 52 و  5

2 52   باشد. مي 5
  

  
  

1اي به مركز  اگر شعاع دايره  2( , 3و مماس به خط  ( 4 1x y   2برابر باm   ،باشدm .را محاسبه كنيد  
  است: زيروضعيت خط و دايره به صورت  

يعنـي در   ،شود، در نقطة تماس بر شعاع دايره عمـود اسـت   اي مماس مي دانيد كه وقتي خطي بر دايره مي
xبر خط  OHرو  شكل روبه y 3 4   از خط برابر با شعاع دايره است: Oبنابراين فاصلة  ؛اشدب عمود مي 1

  

| |
m m m

3 8 1 4 4 16 16 16 50 342 2 25 5 25 25 25 259 16
   

        


   فاصلةO از خط  
  

  
  

2 فرض كنيد كه  1A( , )  ،6 3B( , )  3و 4C( , فـاع  از پـاي ارت  ABباشند. فاصلة ميانة ضلع  ABCسه رأس مثلث  (
  است؟چقدر  ABوارد بر ضلع 

  :شود شكل تقريباً اين مي 
   خواهد. را مي HMبينيد. از ما طول  وضعيت ارتفاع و ميانه را مي

  آوريم: را به دست مي MCاول طول 

  
A B

M

A B
M

x x
x

y y
y

6 2 22 2
3 1 12 2

 
  

  
   

  M :  وسطAB .است  

 2توان 

 2توان 
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M ( , )2 )Cو  1 , )3 4:  

  C M C MCM (x x ) (y y ) ( ) ( ( ))2 2 2 23 2 4 1 1 25 26             
  نويسيم: را مي AB. معادلة خط AB خط از Cيعني فاصلة نقطة  ،CHآوريم. طول  را به دست مي CHحالا طول 

  B A
AB

B A

y y
m x x ( )

3 1 4 1
6 2 8 2

    
   

  
  

  A Ay y m(x x ) y (x ) y x
1 11 2 02 2


        

)Cحالا فاصلة  , )3 yاز  4 x
1 02  آوريم:  ست ميرا به د  

| |
CH


   



3 11 114 112 2 2
1 5 5 51 4 4 2

  

  :خواهيم ، وتر و يك ضلع قائمه را داريم و ضلع ديگر را ميCHMالزاوية  حالا در مثلث قائم
  

  HM ( ) ( )     2 211 121 9 3 526 26 5 5 55  

  
  

  
  

5دوم به معادلة  هاست و از خطي موازي نيمساز ربع واقع بر محور عرض Bنقطة   0ax y      4بـه فاصـلة اسـت.   2
  چقدر است؟ Bمقدار مثبت عرض 

yيعني  ،نظر موازي نيمساز ربع دوم خط مورد  x   است؛ پس شيب آن1 باشد: مي a
ax y m a


      5 0 1 11  

  x y  5   معادلة خط:  0
)هاست؛ پس مختصات آن به صورت  روي محور عرض Bنقطة  , b)0 باشد. فاصلة  ميB  ،4از خط   است: 2

  | b | | b | b b| b | b b
               

2 2
0 5 5 5 8 134 2 4 2 5 8 5 8 321 1

  

bاز ما مقدار مثبت را خواسته؛ پس     قبول است. 3
  

  
  ط موازيدو خ ةفاصل -7

 مقابـل خطي كه بر هر دو عمود اسـت، مـثلاً در شـكل     يعني طول پاره ،فاصلة دو خط موازي
  است: HHبرابر با طول  L2و  L1 فاصلة

xخواهيم فاصلة دو خط  فرض كنيد مي y  5 12 8 xو  0 y   10 24 1 را بـه دسـت    0
  (تمرين كتاب درسي)آوريم. 

  آوريم. گيريم و فاصلة آن نقطه تا خط ديگر را به دست مي روش حل اين است كه يك نقطة دلخواه روي يكي از خطوط در نظر مي
)نقطة دلخواه  , )

1 xروي خط  010 y   10 24 1 xفاصلة آن تا خط  است. 0 y  5 12 8   شود: مي 0

  
| ( ) ( ) | 

 


1 175 12 0 8 1710 2
13 2625 144  

17پس فاصلة دو خط 
  است. 26

1حالا اگر مراحل بالا را براي دو خط  0L : ax by c    2و 0L : ax by c   شود:   انجام دهيم، فاصلة آنها مي  | c c |
d

a b




2 2
  

  در آنها يكي است. yو  xپس ضرايب  ،موازي هستند L2و  L1دقت داريد كه چون 
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6فاصلة دو خط موازي   8 4y x    4و 3 19 0x y   .را به دست آوريد  

|ده از رابطة براي استفا  c c |

a b



2 2
  در دو معادلة خط يكسان شوند: yو  xاول بايد فرم ضرايب  

  x y x y
      

24 3 19 0 8 6 38 0  
  x y  8 6 4 0  

  /
| c c | | |

a b

  
    

 2 2 2 2
38 4 42 42 4 2101008 6

  فاصلة دو خط 
  

  
  

4الاضلاعي بر دو خط  اگر دو ضلع متوازي  7
3 3y x   3و 4 8y x  الاضلاع حتماً  قرار داشته باشند، مساحت متوازي

  مضربي از كدام عدد است؟
 2   5   7   3  

  آوريم: ها را به دست مي شيب خط 

  


4
y شيب 3 x  3 4 و      8


4

y شيب 3 x  
4 7
3 3  

هستند، يعني ايـن دو معادلـة خـط مربـوط بـه دو ضـلع       خط موازي پس دو ها يكي است؛  شيب
  است: باشند. شكل تقريباً به اين صورت الاضلاع مي رو در متوازي روبه

y   :الاضلاع است فاصلة دو خط برابر با ارتفاع متوازي x , y x     3 4 7 0 3 4 8 0  

  | | 
   

2 2
7 8 15 15 35253 4

  ارتفاع 

  خواهـد بـود و    3حتمـاً مضـربي از عـدد     ضرب ارتفاع و قاعده اسـت؛ پـس عـدد مسـاحت     الاضلاع حاصل با توجه به اينكه مساحت متوازي
  ) درست است.4گزينة (

  

  
  

2 در معادلات خطوط aمقدار   2d :(a )x y   2 و 1:(a )x y     ايد باشد تـا فاصـلة ايـن دو خـط     چه مقدار ب
  بيشترين مقدار ممكن را داشته باشد؟

  تأثيري ندارد. aمقدار    3   2   صفر 

|را از رابطة  و  dفاصلة   c c |

a b



2 2
d   آوريم: به دست مي  :(a )x y :(a )x y2 2 0 2 1 0          

  | | | |

(a ) a a a a

  
 

      2 2 2 2
2 1 3 3
2 1 4 4 1 4 5

  فاصله : 

  كنيم. ها را امتحان مي ترين عدد ممكن باشد. خيلي راحت گزينه قرار است اين كسر بيشترين مقدار را داشته باشد؛ پس بايد مخرج كسر كوچك

   
 

3 3
0 0 5 aفاصله   و     5 0 ) 1: گزينة(  

    
 

3 3 314 8 a فاصله   و    5    )2: گزينة ( 2

   
 

3 3
9 12 5 aفاصله   و    2    )3: گزينة ( 3

aپس به ازاي   داريم كه  2ة كرديم؟! زير راديكال يك عبارت درج را دارد. حالا اگر سؤال تستي نبود چه كار مي، كسر بيشترين مقدار 2
اسـت كـه    minرأس اين سهمي كمترين مقدار يا همـان  در آن مثبت است؛ پس نمودار آن يك سهمي رو به بالاست؛ بنابراين  a2ضريب 

  كنيم: در عبارت جايگذاري ميسپس براي به دست آوردن آن، اول طول رأس سهمي را به دست آورده و 

  S
b ( )

x a
  

  
4 22 2  

  ( ) ( )      22 4 2 5 4 8 5   كمترين مقدار 1
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